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2.1 Fréchet and Gâteaux differentiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Convexity and Gâteaux differentiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3 Optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.1 First-order necessary optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3.2 Convex case: sufficient optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.3 Second-order optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 Existence of a minimum 15
3.1 Existence of minima in finite dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Infinite dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2.1 Convex analysis: existence of a minimum in a Hilbert space . . . . . . 15
3.2.2 Application to quadratic functions: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.3 Weak convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.4 Lower semicontinuous functions and epigraphs . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.5 Proof of the existence of a minimum in a Hilbert space . . . . . . . . . 17

4 Lagrange multipliers and duality for constrained optimization 19
4.1 Minimization under equality constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.2 Saddle points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.2.1 Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.2.2 Inequality constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.3 Convex optimization: the Kuhn-Tucker theorem . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.4 Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1



5 Optimization algorithms 23
5.1 Unconstrained optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5.1.1 Gradient algorithm with fixed step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
5.1.2 Gradient algorithm with optimal step . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
5.1.3 Conjugate gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.2 Constrained optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
5.2.1 Gradient algorithm with projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
5.2.2 Identification of a saddle-point: Uzawa’s algorithm . . . . . . . . . . . 27

2


