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Plan de ’exposé

1. Qu’est-ce que 'assimilation de données?
2. Minimisation
3. Quasi-réversibilité

(a) Présentation de la méthode

(b) Application a ’équation de la chaleur
4. Nudging

(a) Nudging direct

(b) Nudging rétrograde
5. Dualité

(a) Théorie linéaire

(b) Extension a un cadre non linéaire

(c) Résultats numériques
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(QU’EST-CE QUE L’ A SSIMILATION

DE DONNEES?
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[ Assimilation de données
/N
Observations
\x — combinaison
X\\ x modele 4 observations
Modéle - o ! o
estimation de la condition initiale
>t état de I’écoulement

— Méthodes séquentielles (interpolation optimale, filtre de Kalman)

— Méthodes variationnelles (3D-VAR, 4D-VAR, 4D-PSAS)
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(m = ’ . .
U R Méthodes variationnelles

z(0) = xo,

\

(t;)o<i<n, les instants ol des observations y; sont disponibles, H; les

opérateurs d’observation correspondants et R; leur matrice de covariance

d’erreur.

T(wo) = 5 (w0 — 2) "B} wo — m)+5 D (v — i) Ry (v — Hio(t:)
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(2 - Méthodes variationnelles

Adjoint au premier ordre

Si on perturbe la condition initiale dans la direction h,

(d ox )
) “ar = [F'(z)] 0z,
_ 0x(0) = h.
Vj(xo)h = (330 — ZEb)TB_lh — Z <yz — H@(Q}(t@»)T R,L_lH{(,CI}(t@))(SZU(tZ)
| G = @ Y ) R (e Hile (1) 0 0,
(1) =
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(% e Méthodes variationnelles

4D-PSAS (Physical Space Analysis System)

Erreur modele : z;.1 = M;x; +¢;, 120

1 _
J(xo,€0,...,6n) = 5(330 — xb)TB 1(5130 — Tp)

(yi — Hi(z(t:))" R (yi — Hi(z(t:))) + % 25?62;15

1
L(0x0, (€i)o<i<n, (Vi)o<i<n; (Mi)o<i<n) = 552130 B 6z

+Z — V)TR; M (di — Vi) + Zs@
+Z H;(M;dzg + ;)] .m

ou dz = Y; — Hz(wb(tz)) et ;)/Z = Hz(éx(tz))
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(% e Méthodes variationnelles

) m1(n | J (20, (€i)o<i<n) = 5m1(n | I(na})cﬁ(&co, (€i)o<i<n, (Vi)o<i<n; (Mi)o<i<n)
= r(na>)<5m1(n | L (dzxo, (€i)o<i<n, (Vi)o<i<ni (Mi)o<i<n) = r(na>)< [—Jp ((mi)o<i<n)]
m; To,(&4 mg
] — T
To (miosizn) = 5 2 [MTHTmi] o [ M7 H m]
i=0

1
Jp(m) = imT(D + R)m —d'm

avec D = HMBMTHT + HQH' la matrice des représenteurs.
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Heuristique
d—u+A(t)u:f, 0<t<T

(1) q dt o E\u(T) =x7?
u(0) = ¢,
du

— + A(t)u = f, 0<t<T

(2) < dt - est mal posé.
u(T) = X
( du
=+ A(t)uc—c A" (1) A(t)u. =
(3) dt T Abue—eAT (B Abue = f est bien posé
| ue(T) =X
( dU
=+ AU, =, 0<t<T
(4)¢ dt A ! N A-t-on U.(T) — x lorsque ¢ — 07
\ Ue(0) = uc(0),
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: Quasi-réversibilité

[

Justifications théoriques

V C H C V',V un espace de Hilbert dense dans H, A(t) € L(V; V")
— formes bilinéaires a(t;u,v) sur V.

1. Yu,v € V, la fonction t — a(t;u,v) est mesurable.

2. a est uniformément continue sur [0,7] x V x V :

AM > 0 tel que Vt € [0,T], Yu,v € V, |a(t;u,v)|g < M| ullv.||v|v -
3. a vérifie la propriété de coercivité élargie :

A > 0, > 0 tels que a(t;v,v) + Aov|5 > of|v||T, YVt €[0,T], Vo € V.

Théoréme 1 Soient f € L%([0,T],V') et & € H. Sous les hypothéses

énoncées précédemment sur a, il existe une unique solution u de (1) avec

d
we L2([0,T],V) et d—if c L2([0,7],V'). =
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[ Quasi-réversibilité

D(A(t)) ={v e V;A(t)v € H}.

Théoreme 2 Sous les hypotheses du théoreme précédent, en supposant en

outre que D(A(t)) est un espace indépendant de t, alors le probléeme (3)
du,

admet une wunique solution u. avec u. € L*([0,T],D(A(t)) et pn

L?([0,T],D(A(t)). W

Théoreme 3 Sous les hypotheses du théoreme précédent, en supposant de plus
que la forme bilinéaire a est indépendante du temps et symétrique (i.e. A auto-
adjoint), alors U.(T) — x dans H lorsque ¢ — 0, U. € L*([0,T],V) étant
défini par (3). W
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Quasi-réversibilité

Application a I’équation de la chaleur

( Ou  O*u
=55 =0 r € Q=]0,1[,t € [0, 7]
{ w0, =u(l,t) =0,  teo,T]
X U(xyo) — 5(513)7 T < Q’

est instable en rétrograde.

= quasi-réversibilité : t' =T — ¢

( Ou. O0%u. O*u.

= Q,t T
8t’+8x2 +€8x4 0, rxeQt €l0,T],e>0,
) us(x,t") =0, xr € 00, t' €]0,T]
Au.(x,t") =0, r € 00t €]0,T]
| ue(z,0) = x(2), z € .
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L Laboratoire J. A. Dieudonné

Quasi-réversibilité

T =0.05, x(x) = sin(27x).

Solution exacte

A
/”/”’;I""'""’
AN
AR
LSS
S

SR

-0.05

Solution exacte

ndx = 100, ndt = 50, dt = 0.001, eps = 0.00044
Max(xﬁmll - xmmal) =0.033694 — Max(x - solution exacte) = 0.23916

0 -005

Solution numérique ; ¢ = 4.4 104

Erreur sur la condition finale : ~ 3%

10 Décembre
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[ Quasi-réversibilité

T =0.1

- - - - dx = 100, ndt = 50, dt = 0.002, eps = 0.00045
ndx = 100, ndt = 50, dt = 0.002, eps = 0.00083 _ nax WAG — Marly — - -
Max(xflnal - Xinmal) =0.12143 - Max(x — solution exacte) = 6.5248 Max(xfinal Xinitial) = 0.073449 — Max(x — salution exacte) = 3784065581049.09

x 10 A
50 4 \ f\
|
3 // Rl
il ? | 1
iy
m, i |
X .95

e=28310"% e=4.510"1

Erreur sur la condition finale : ~ 12% ~ 7%
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[ Quasi-réversibilité

Quasi-réversibilité en temps :

0,

3
ot?

ndx = 100, ndt = 50, dt = 0.001, eps = 0.05
Max(xfinal - xinmal) =0.69407 — Max(x — solution exacte) = 4.9973

R,
BB
RIS
RN
Sestuastiyut
SR
s

5% S OSOSOSS

T eSS N
OSSO SN

SIS

e
RIS
R
AR
R e
LEEIITRRRRLLLT LIRS NN
TRTHH:

0 -005

e >0

0%,

ot Ox2°

ndx = 100, ndt = 50, dt = 0.001, eps = -0.1
Max(xfinal - xinmal) =0.545 - Max(x — solution exacte) = 3.9376

X

sSestes)
2 (SRS

SIS

SSRGS
S SIKSXIAIXENES
!
SRR
RS

W,
LLRAARAR 4
g
IR
Sro i SEETESEETL TR
Y
s

0 -005

e <0
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NUDGING
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Nudging direct

19,4

— = P(X).

Sur [0,7], observations d’une partie du systeme X,ps(to), Xops(t1),

Xobs(tN) e RP avecty =0,t;, =tog+thetty =to+ Nh="1T.
Opérateur d’observation C' de R™ dans RP.

dX
+ZK obs(ti) — CX (t:)).0(t — t;)
Exemple linéaire :
X
‘Z—t _FX + K(X,p — X)

— X(1) = (1= e ) (K = F) T K Xy + e

10 Décembre 2003
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Comparaison avec le filtre de Kalman :

dX
dt
Xocv,b T Xg a
t +1 pr— Fan —|— Kn—l—l(XObSn—l—l - XTJ:+1)
n+1 — tn
On a alors
X7{+1 =X, + (tn+1 - tn)Fang
et

g—i—l — X?f—i—l + Kn+1(Xobsn+1 o ijv,c—i—l)

10 Décembre 2003
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Nudging rétrograde

Changement de variable ' =T — ¢ :

= F(X
dt’ (X)
Réécriture sous la forme :
dX
— = —F(X
T (X)

Nudging appliqué a ’équation rétrograde :

dX
dt/ — +ZK obs

— CX(t;)).0(t" — t;)

10 Décembre 2003
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Systeme de Lorenz

(d
d_:;;:g(y_x)a
d 3
\ d—i:pw—y—xz, 0:10,p:28,ﬁ:§
dz
T
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DuALITE
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Dualité

Méthode primale pour un modele linéaire

( dx
< E+A()x:f—|—v,
\ z(0) = xo + u
Twv) = 5 (R — ), Hia(t) — )
i=0
+ —<P0_1u,u>+%/0 (Q (b)), v(t))dt
( dp T = T p—
| G AOT D= D HE R i) o~
. p(T') =0,

10 Décembre 2003
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VT (u,0). Z S CON R OO

+(P; tu, h1>+/0 (Q tu(t), ha(t))dt

On a alors le systeme d’optimalité suivant, d’inconnues (z, p) :

et
r dﬁ N
— =+ A= HIR Yy, — H;2(t)) 6(t — ¢,
. dt+ (t) ;ZRL (y 2(t;)) o( ),
\ﬁ(T):O

10 Décembre 2003
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ke Dualité
Approche duale
dz
— + At)z =
53(0) —= X0
[y ) [ Hox(ty) )
y= 5 , Hz= : , d=y— HZT
\ un \ Hyalty)
On choisit un vecteur m dans ’espace des observations.
( d N d
Prm - - .
) o T4l ;O i mg 0(t —t;) 2+ Atz = Qp
\ pm(T) = 0, Tm (0) = Popm (0),

Dm = Hx,,
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7 - Dualité

Proposition 1 L’opérateur D agissant sur [’espace des observations est

linéaire symétrique défint positif. De plus, si on note m la solution de
(D + R)m =d,

alors

m =Ry — Hz) et

>
I
&
+
=
3

Théoréme 4 En posant Uy, = £,(0) et v, = Qpm, on peut redéfinir la fonc-

tionnelle primale J comme étant une fonction de m uniquement :

T(m) = Tty v) = %(Dm, m) + %(Rl(Dm _ d), Dm— d.

On a alors

min 7 (m) = max(~Jp(m)) = — min Jp(m) = %<(D + R)"ld,d).

m

De plus, les minima sont réalisés au méme point m.

10 Décembre 2003 26



mw-rwu‘ [ ] V 4
s B D uallt e

Application au modele quasi-géostrophique barocline :

D1 (601(V) + f)

k=1 — BA%T, = Fy dans 2x]0, 77 ;
Dt
D 1/
2<k<n-1 k(ek(Dt)—'_f) — BA%T, =0 dans Qx]0,T7 ;
kE=n (9 l()t) /) + aAV,, — BA%T,, =0 dans €2x]0, 7.

x W, la fonction de courant dans la couche £,

x pr la densité du fluide dans la couche k, h; la hauteur de la couche k,

D 0
* FIZ =3 + J(Wy, .) désigne la dérivée particulaire Lagrangienne,
x oAV, représente la dissipation par frottement au fond du bassin et SA? W,

la dissipation par friction latérale dans chaque couche k.
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- Dualité

Vecteur de controle : u = (¥4(0)),_; .-

Observations en surface uniquement.

T (u) = % i(feil (Hi 1 (t;) — (L)), Hi®a () — U9 (L)) + %<Po_1“v w).
(‘wgiA) — AJ(U1,Ay) — (WTT(W,A)), — J(Ay,61(0) + f) — BAZA, = By
aeégA) — AT (Ui, Ap) = (WTT(W,A)) = J(A, 0k (T) + ) — BA®AL =0
(‘Méif\) — AJ(U,y, Ay) — (WTI(W,A)) = (A, 00 (D) + f) + aAA, — BA%A, =0

avec Ay les fonctions de courant adjointes

et E1(t) =Y HI'R;"(H;Uy(t) — W*(t)) 6(t —t;).
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Dualité

Algorithme dual non linéaire :

Soit m un vecteur d’observations qui peut étre relié directement a W;.

aegiA) — AJ(T1, A1) = (WP, A)), = T (A, 01 (0) + ) — BAZA, = E1(m)
0972/\) —AJ(V,, Ap) = (WHI(W,A)), = T(An, 00 (9) + f) + AN, — BA®A, =0

avec le conditions finales Ax(T) =0, 1 < k < n, et

Ey(m)(t) = ZHiTRi_l (m(t) — ©** (1)) 6t —ts).
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Dy (6:(9) + f)

E=1 Dy — BAPW; = Fy + (QA)1;
k=n Dn (‘9”1(;1;) /) + aAW,, — BA%T,, = (QA),.

avec les conditions initiales Wy (0) = W (0) + (FPyA(0)), .
La trajectoire obtenue servira de nouvelle ébauche du systeme pour la prochaine

itération.

Ip(m) = =(Dm,m) — (V%% m) et VIp(m)=Dm — W%,
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Convergence de la méthode duale

Log(J)

Log(llgrad J)

let12 ¢
letll
le+10 3

1e+09 3

1e+08

0

1e+08 |
1e+07 |
1e+06 |
100000 ;

10000

5

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iterations

Dud —— -

0

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iterations
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Comparaison avec la méthode primale

b
0.12 |
01 f
0.08
0.06
0.04
0.02
0

RMS error

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
[terations

0.14 . . . . . . . . .
0.12

01 |
0.08
0.06
0.04
0.02

0 1 1 1 1 1 1 1
O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Iterations

RMS error
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Dualité

Reconstitution de I’état initial et prévisions

O.l | | I ! I I I

008 o |
: Obsg e
: — Primad —— |
= 0.06
E Dual e
S
' 0.04 + |

J |
O | | | l l | |

10 20 30 40 50 - - .

Time steps
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Dualité

Sensibilité a une erreur dans le modele au cours de ’assimilation

0.1

0.08

0.06

0.04

RMS error

0.02

% model error
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Dualité

Sensibilité au nombre d’observations

o —mn 4—¢"n ¢ 0 —mmm - ———————
0.045 | |
0.04 '
0.035
0.03
0.025 |
0.02
0.015
0.01
0.005 |

O L L L
100 1000

RMS error

10000 100000 1e+06 le+07
# observations

|
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Dualité

Détection de ’erreur modele

0.25 I I I I ;
021 Exact moddl ------- )
. Primal ——
o 15+  Dual e J
= 0.15
cé) .....
= e N .
005 ______________ ﬂ’ .............. |
O ——— R 1 1 1
10 20 30 40 50 60 80
Time steps
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Conclusions sur la méthode duale

x Perte d’équivalence des méthodes en non linéaire

x Méthode duale moins sensible a la perturbation du modele

+x Moindre efficacité lorsque le probleme est sur-déterminé

x Détection partielle de ’erreur modele, contrairement a la méthode primale
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Conclusions ...

x La quasi-réversibilité ne semble pas adaptée en pratique

x Le nudging rétrograde donne des résultats satistaisants de facon tres rapide

x La méthode duale étendue a un cas non linéaire présente de nombreux

avantages

... et perspectives

— Robustesse de la méthode duale ?

— Autres extensions a des cas non linéaires ?

— Mise en ceuvre opérationnelle ?

— Autres méthodes d’assimilation de données? ? ?
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[ Méthodes séquentielles

Interpolation Optimale (OI)

( dx
L 2(0) = zo,

ébauche x; de I'état x, ébauche y;, de 'observation y du systeme,
BLUE (Best Linear Unbiaised Estimator) :

to—2p = E((x—2)(y—u)7) E((y—w)y—u)T)  -(y—wm).

H opérateur d’observation, y;, = Huxy,
B=E((x—ap)" (x—z)), R=E((y—w)" (v —w))

Ty =xp,+ BH'(HBH* + R) '.(y — Hxy).
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[ Méthodes séquentielles

Approche variationnelle :

J(x) = %(a: — )t B (2 — ) + %(y — Hz)'R Yy — Hz).

H linéaire — J strictement convexe

VJ(zq) =B Y(xq —xp) —H'R '(y — Hx,) =0

To=axp+ BHY(HBH" + R)™.(y — Hxp)

10 Décembre 2003
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S Méthodes séquentielles

Filtre de Kalman

xo donné,
Yn = ann + On,

@), et R, les matrices de covariance des erreurs de modele et d’observation.
f _ a

PJ et P2 les matrices de covariance d’erreur d’ébauche et d’analyse
Pfr{+1 = b ((9’7£+1 - xn+1)T(x£+1 - xn+1)) = M, PpM, + Qn
¢ =)y + Kot (Yo — Hogral )
Lp+1 Ln+1 n+1\Yn+1 n+1Lp 41
—1
T T
Knt1 = P7J:+1Hn+1 (Hn+1P7{+1Hn+1 + Rn+1>

1l = P7{+1 — Kn+1Hn+1P7{+1
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.. Méthodes variationnelles
3D-VAR
1 B 1 B
J(&) = Ha—2) "B (@ —my) + 2y — H@) R (y — H()).

ou B et R sont les matrices de covariance d’erreur sur la condition initiale et

les observations
VJ(x)=B Yo —xy) — H' R '(y — H(x)).
V2J(z)=B '+ H'R'H,

3D-VAR incrémental

or = — T
J(6x) = %MTB_léx + %(d — H(62)T R (d — H(67))

ou d est le vecteur d’innovation y — H (xp).
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Nudging

Modele quasi-géostrophique barotrope

Erreur

Prévisions

—— Previsions directes
& — #1 Nudging direct
A -—/\ Nudging retrograde

G- Nudging retrograde + nudging direct
&—< Nudging retrograde + nudging retrograde

Reconstitution de 1’état initial

—— direct + nudging retrograde
— — - nudging direct + nudging retrograde

600

120

50
\
\
\
40 - 1 400 -\ .
\
\
5
30 . g
|
AN
AN -
N
200 ~ .
Ve
7
\\
\\
0 | | 0 1 1
0 20 40 60 0 30 60 90
Jours

Jours
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