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M. François Golse (Ecole Polytechnique),
M. Gilles Lebeau (Université de Nice),
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12.1 Présentation du schéma et théorème de convergence . . . . . . . . . 53
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Introduction

Ce mémoire est consacré à des problèmes d’équations aux dérivées partielles hyperbo-
liques et cinétiques qui interviennent dans différentes modélisations physiques.

Dans la première partie, nous nous s’intéressons à des problèmes de limites hydrody-
namiques d’équations cinétiques vers des systèmes de lois de conversation hyperboliques.
Après un bref rappel des travaux obtenus sur ce sujet durant la thèse, nous présentons une
amélioration de ceux-ci par une limite hydrodynamique avec une seule entropie compa-
tible. Ceci se fait en estimant la dérivée des solutions approchées, estimation qui se com-
pense avec la dissipation d’entropie ce qui permet de justifier la limite. Nous présentons
ensuite une autre direction de preuves pour ce type de problèmes. La technique proposée
est de type entropie relative et est générale à partir du moment où le système étudié
possède un contrôle du flux relatif par l’entropie relative. Cette technique permet de bien
séparer les effets de la dissipation cinétique du contrôle des non-linéarités. Nous illustrons
ensuite cette technique sur deux exemples significatifs, celui où le système limite est la
dynamique des gaz isentropiques, et celui de l’équation de Boltzmann discrète vers les
équations d’Euler. Cette partie se poursuit par une autre relaxation qui fait intervenir
un terme de champ fort dans l’équation cinétique et nous étudions comment ceci modifie
l’équation limite. La partie se conclut par l’obtention de lemmes de moyenne qui dans
le cas présent améliorent la régularité obtenue pour une équation de transport avec un
terme de force.

La seconde partie s’intéresse à des problèmes de modélisations hyperboliques et ciné-
tiques. Après le rappel des résultats obtenus durant la thèse sur les modèles avec contraintes,
nous investissons ces idées afin de définir des modèles en trafic routier qui permettent
d’améliorer les modèles existants en rajoutant un contrôle sur la valeur maximale de la
densité de voitures dans une zone de bouchon. Nous en proposons deux modèles selon
que la contrainte dépend ou non de la vitesse locale, ce qui revient à avoir une vitesse
de propagation finie ou infinie de l’information dans une zone de trafic. Nous montrons
l’existence de solutions sur ces deux modèles. Cette partie se termine par des modèles
cinétiques de type water-bag pour l’équation de Vlasov.

Dans la dernière partie, nous nous intéressons à la convergence de schémas numériques
pour des modèles associés aux deux parties précédentes. Tout d’abord pour un schéma
qui puisse conserver des modèles avec contraintes. Il s’agit alors de rajouter une étape de
projection à un modèle de Flux-splitting. La convergence du schéma nécessite le contrôle
de mesures afin de justifier une technique de compacité par compensation. Ensuite nous
étudions un schéma avec une seule entropie compatible. Il s’agit alors comme au niveau
théorique d’obtenir une estimation des dérivées des solutions approchées. Afin de justifier
la convergence du schéma, il est nécessaire en plus d’écrire une formulation cinétique du
schéma de Flux-splitting.
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Contact :
Berthelin Florent

Laboratoire J. A. Dieudonné, UMR 6621 CNRS
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Première partie

Limites hydrodynamiques
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1 Contexte des limites hydrodynamiques

Les problèmes de limites hydrodynamiques concernent la justification de la limite des
équations cinétiques vers les équations de la mécanique des fluides quand le libre parcours
moyen tend vers 0.

De grands progrès ont été faits ces dernières années dans ce domaine. Citons par
exemple les travaux importants [9], [10], [143], [103], [102], [182], [183], . . ., dont nous
évoquerons certains aspects dans la suite.

Précisons maintenant le cadre dans lequel nous nous placerons dans ce mémoire. Tout
d’abord, nous présenterons les équations limites obtenues qui seront de type lois de conser-
vation, puis nous détaillerons les équations cinétiques étudiées, ce qu’est une limite hy-
drodynamique et en particulier le cas des modèles BGK.

1.1 Lois de conservation

Un système de lois de conversation est un système de la forme

∂tU +
n∑

i=1

∂xi
Fi(U) = 0, U(t, x) ∈ R

k, t ∈ R, x ∈ R
n, (1.1)

où U représente les quantités physiques qui sont conservées par le modèle et où F
représente le flux du système.

Les systèmes de loi de conservation les plus étudiés sont les équations d’Euler et de
Navier-Stokes, introduites voilà plus de deux siècles. Le système d’Euler pour les gaz
parfaits s’écrit





∂tρ+ divx(ρu) = 0, t ∈ R
+, x ∈ R

n,
∂t(ρu) + divx(ρu⊗ u+ ρTI) = 0, t ∈ R

+, x ∈ R
n,

∂t(ρ|u|2 + nρT ) + divx(ρ|u|2u+ (n+ 2)ρTu) = 0, t ∈ R
+, x ∈ R

n.
(1.2)

Nous nous intéresserons en particulier au cas de la dynamique des gaz isentropiques
{
∂tρ+ divx(ρu) = 0, t ∈ R

+, x ∈ R
n,

∂t(ρu) + divx(ρu⊗ u+ Ip(ρ)) = 0, t ∈ R
+, x ∈ R

n,
(1.3)

avec p(ρ) = κργ pour 1 ≤ γ ≤ 3, système qui consiste à considérer les équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement et à fermer le système par une
loi donnant une pression isentropique plutôt que de conserver une équation d’évolution
sur l’énergie comme dans Euler. Nous étudierons aussi une autre équation de type Euler,
voir (5.86). Voir [185] pour plus de détails sur la présentation de tels modèles.

Les systèmes de loi de conservation du type (1.1) sont mal posés en général. Pour
des données initiales suffisamment régulières, il existe un intervalle de temps sur lequel
une solution forte existe, mais l’unicité n’est pas vérifiée, il est nécessaire pour cela de
rajouter des critères d’entropie ([135], [136] et [68]). Ces critères d’entropie, introduits
dans [91] et qui souvent ont une origine physique, sélectionnent la ”bonne” solution. Il
s’agit de quantités supplémentaires aux variables du système de lois de conservation qui
sont conservées ou tout au moins pour lesquelles une décroissance du type

∂tη(U) +
n∑

i=1

∂xi
Gi(U) ≤ 0, (1.4)
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est vérifiée. Kružkov, dans [132], utilisa les fonctions η(U) = |U − k| avec k ∈ R pour
obtenir l’unicité pour une loi de conservation scalaire. Les entropies jouent également
un grand rôle dans la compréhension et les preuves par compacité pour les équations de
type Euler ou gaz isentropiques. Pour n ≥ 2, il y a peu d’entropie pour le système des
gaz isentropiques ce qui explique les limites actuelles pour l’étude de cette équation pour
des données dans L∞. Pour n = 1 par contre, le grand nombre d’entropies existantes
a permis d’obtenir l’existence de solutions entropiques dans L∞ par DiPerna [77] pour
γ = (2k + 3)/(2k + 1) avec k ∈ N

∗, puis par Chen [60] pour 1 < γ ≤ 5/3, par Lions,
Perthame et Tadmor [147] pour γ > 3 et finalement par Lions, Perthame et Souganidis
[145] pour 1 < γ < 3.

1.2 Equations de Boltzmann et limites hydrodynamiques

La théorie cinétique a été introduite par Maxwell et Boltzmann pour modéliser des gaz
raréfiés. Un gaz, un plasma ou tout autre système comprenant un très grand nombre de
particules peut ainsi être décrit par une fonction de distribution f(t, x, ξ), dans l’espace
des phases (x, ξ) associé aux atomes, où x est la variable macroscopique de position et ξ la
variable microscopique/cinétique. Sa signification physique est la suivante : f(t, x, ξ) dx dξ
représente la densité de particules dans l’élément de volume dx dξ centré en (x, ξ) au
temps t. En supposant que le système est constitué de particules de même espèce et que
la dynamique qui les régit est non relativiste et non quantique, la variable microscopique
correspond à la variable de vitesse cinétique. Une des idées de base est que toutes les
quantités macroscopiques observables vont pouvoir être restituées grâce à des intégrations
de la fonction de distribution par rapport à la variable microscopique ξ, c’est-à-dire des
intégrales du type ∫

Rn

f(t, x, ξ)S(ξ) dξ.

Par exemple dans le modèle de Boltzmann, on peut définir la densité locale ρ, la vitesse
macroscopique locale u, la température locale T et donc l’énergie par

(ρ, ρu, ρ|u|2 + nρT )(t, x) =

∫

Rn

(1, ξ, |ξ|2)f(t, x, ξ) dξ. (1.5)

Une hypothèse du type f(t, ., .) ∈ L1
loc(x) revient alors à supposer que tout domaine borné

de l’espace physique ne contient qu’une quantité finie de matière.
L’équation cinétique de Boltzmann pour la dynamique des gaz raréfiés s’écrit :

∂tf + ξ · ∇xf =
Q(f)

ε
, (1.6)

où f(t, x, ξ) est la densité de particules dans l’espace des phases (x, ξ) ∈ R
n×R

n, ε le libre
parcours moyen et Q l’opérateur de collision de Boltzmann. L’opérateur Q est intégral,
agit sur la variable cinétique ξ uniquement et vérifie les moments

∫

Rn

(
1, ξi, |ξ|2

)
Q(f)(ξ) dξ = 0,

et l’inégalité d’entropie ∫

Rn

ln f(ξ)Q(f)(ξ) dξ ≤ 0.
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Ces propriétés permettent, par intégration par rapport à ξ, d’obtenir la conservation locale
de la masse, de la quantité de mouvement, de l’énergie définie plus haut et la décroissance
de l’entropie

∂t

∫

Rn

f ln f dξ + divx

∫

Rn

ξf ln f dξ ≤ 0.

Une propriété importante de l’opérateur de Boltzmann est que Q(f) = 0 si et seulement
si f est une fonction d’équilibre thermodynamique appelée Maxwellienne et de la forme

Mρ,u,T (ξ) =
ρ

(2πT )n/2
e−|ξ−u|2/(2T ),

pour des valeurs ρ ≥ 0, T > 0 et u ∈ R
n. La relaxation du modèle lorsque ε tend vers

0 donne, formellement, la convergence de f vers une Maxwellienne de paramètre ρ(t, x),
u(t, x) et T (t, x), fonctions qui vont vérifier le système d’Euler (1.2). C’est l’étude de
ce genre de limites que l’on appelle limite hydrodynamique. La preuve rigoureuse de ce
problème de relaxation est encore ouverte à ce jour. Pour une présentation générale des
modèles cinétiques, le lecteur peut consulter [45], [171], [57], [58], [36] et [78].

Il est connu que l’équation (1.6) ne possède pas, sous cette forme, de solutions globales
en temps. DiPerna et Lions ont obtenu l’existence et la stabilité de solutions renormalisées
dans [80].

Concernant la limite compressible (où l’on rajoute une hypothèse de divergence nulle
du champ de vitesse) de l’équation de Boltzmann, Caflisch [55] a montré la limite hydro-
dynamique dans le cas de données régulières et sur un petit intervalle de temps. Ensuite,
la limite asymptotique de l’équation de Boltzmann à faible nombre de Mach vers Eu-
ler (ou Navier-Stokes) incompressible a été obtenue par Saint-Raymond [183] et Lions,
Masmoudi [143] suivant les travaux de Bardos, Golse et Levermore [9], [10], [11]. Il s’agit
de résultats locaux en temps car valable sur l’intervalle de temps pour lequel la solution
limite reste régulière.

1.3 Modèles BGK

L’étude de l’équation cinétique de Boltzmann montre que seules certaines propriétés
du modèle sont indispensables pour pouvoir espérer obtenir la limite hydrodynamique ; il
n’est donc pas nécessaire de conserver le noyau de collision avec toutes les difficultés qu’il
contient. C’est l’idée principale du modèle introduit par Bhatnagar, Gross et Krook [35],
appelé modèle BGK : remplacer la cinétique de Boltzmann par un modèle plus simple
qui redonne la même configuration d’équilibre hydrodynamique. Ce modèle BGK satisfait
les propriétés du modèle de Boltzmann que sont conservation de la masse, quantité de
mouvement, d’énergie et propriété d’entropie et s’écrit comme (1.6) en remplaçant le
noyau de collision par

Q(f) = Mf − f, Mf = Mρf ,uf ,Tf
,

où ρf , uf et Tf sont définis par (1.5). L’existence et la stabilité de solutions globales
satisfaisant une relation d’entropie pour ce modèle ont été prouvées par Perthame [168].
On pourra consulter également [172] pour des compléments et en particulier l’unicité.

Ces modèles ont ensuite été généralisés afin de construire des équations cinétiques
adaptées à différent systèmes hydrodynamiques (pour plus des détails que ce qui suit,
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voir le livre de Perthame [171]). Le modèle BGK de Lions, Perthame et Tadmor [146]
pour une loi de conservation scalaire (à savoir (1.1) avec k = 1) s’écrit :

∂tf + F ′(ξ) · ∇xf =
Mf − f

ε
, t ∈ R, x ∈ R

n, ξ ∈ R,

où la Maxwellienne est
Mf (t, x, ξ) = χρ(t,x)(ξ),

avec la fonction d’équilibre

χρ(v) =

{
sgn(ρ) si (ρ− ξ)ξ ≥ 0,
0 sinon.

(1.7)

Lorsque ε→ 0, on obtient
∂tf + F ′(ξ) · ∇xf = ∂ξµ, (1.8)

où µ est une mesure positive et f une Maxwellienne. En intégrant en ξ, il vient (1.1).
Multipliant par S ′(ξ) avec S convexe puis intégrant en ξ, nous obtenons les inégalités
d’entropie. Le lecteur pourra consulter également [48], [175] et [51] pour des résultats sur
le cas scalaire.

Une étude générale des modèles BGK a été réalisée par Bouchut dans [40] afin d’obtenir
des conditions pour l’existence de modèles BGK pour des systèmes de lois de conservation
du type (1.1). Un modèle BGK, pour un système de lois de conservation (1.1) et pour
une famille E d’entropies convexes, consiste principalement en
1) une équation de transport avec terme de relaxation

∂tf + a(ξ) · ∇xf =
Mf − f

ε
, t > 0, x ∈ R

n, ξ ∈ R
m, (1.9)

d’inconnue f(t, x, ξ) ∈ R
k vectorielle et de vitesse a : R

m → R
n, avec

Mf(t, x, ξ) = M(U(t, x), ξ), U(t, x) =

∫

Rm

f(t, x, ξ) dξ,

où l’état d’équilibre (Maxwellienne) M : U × R
m → R

k (avec U ⊂ R
k) vérifie

∫

Rm

M(U, ξ) dξ = U,

∫

Rm

ai(ξ)M(U, ξ) dξ = Fi(U), (1.10)

2) l’existence d’entropies cinétiques Hη(f, ξ) pour tout η ∈ E telles que p.p. ξ,

Hη(., ξ) : Dξ → R est convexe, (1.11)

∫

Rm

Hη(M(U, ξ), ξ) dξ = η(U), ∀U ∈ U , (1.12)

et ∀f : R
m → R

k telle que f(ξ) ∈ Dξ p.p. ξ et Uf =
∫

Rm f(ξ) dξ ∈ U , M(Uf , ξ) ∈ Dξ et

∫

Rm

Hη(M(Uf , ξ), ξ) dξ ≤
∫

Rm

Hη(f(ξ), ξ) dξ. (1.13)

Notons que les variables de (1.1) s’obtiennent ici par intégration du f vectoriel et non pas
comme dans (1.5) pour Boltzmann. Ces propriétés permettent d’obtenir formellement la

11



limite hydrodynamique et les inégalités d’entropie. Si Uε → U , alors une étude du terme
de relaxation fait apparâıtre une Maxwellienne à la limite fε → M(U, ξ). A partir de
l’équation (1.9), par intégration en ξ, la limite donne

∂t

∫

Rm

M(U, ξ) dξ +

N∑

i=1

∂xi

∫

Rm

ai(ξ)M(U, ξ) dξ = 0,

soit le système (1.1). Multipliant maintenant (1.9) par ∂fHη(fε), il vient l’équation renor-
malisée

∂tHη(fε) + a(ξ) · ∇x(Hη(fε)) = ∂fHη(fε) ·
Mfε − fε

ε
≤ Hη(Mfε) −Hη(fε)

ε
.

En intégrant par rapport à ξ, puis en passant à la limite, nous obtenons (1.4) avec G(U) =∫
a(ξ)Hη(M(U, ξ), ξ) dξ, un flux d’entropie associé à η. Nous renvoyons à [40] pour plus de

détails et des critères d’existence de tels modèles pour un système donné. Voir aussi [122],
[155], [2] pour des stratégies pour construire des modèles BGK. La justification rigoureuse
de cette limite pour les systèmes réguliers a été faite dans [186]. Le cas du système des
gaz isentropiques est le sujet de la section suivante en tant que travail issu de la thèse.

2 Résumé succint des travaux de thèse relatifs aux

limites hydrodynamiques

2.1 Limite hydrodynamique vers les gaz isentropiques avec toutes

les inégalités d’entropie

Dans les papiers [20] et [21], nous étudions la limite de relaxation d’un modèle BGK de
type vectoriel (1.9) avec k = 2, a(ξ) = ξ, n = m = 1, U = (ρ, ρu), Dξ = D = {(f0, f1) ∈
R

2 ; f0 > 0 ou f0 = f1 = 0} et

M(ρ, u, ξ) =
(

1, (1−θ)u+θξ
)
χ̃(ρ, ξ−u), χ̃(ρ, ξ) = cγ,θ,κ

(
2γκ

(γ − 1)θ
ργ−1 − ξ2

)1/(γ−1)−1/2

+

,

(2.14)
avec 1 < γ < 3, cγ,θ,κ une constante dépendant de γ, θ et κ et avec

θ = (γ − 1)/2. (2.15)

La fonction d’équilibre cinétique χ̃ a été introduite dans [77] comme une fonction qui
génère les entropies du système isentropique. Cette fonction est également utilisée dans
le résultat de stabilité de [145] et dans [147] pour une formulation cinétique différente de
celle utilisée ici. Le modèle présenté ici provient de [40] et est adapté au système des gaz
isentropiques (1.3) avec n = 1 pour 1 < γ < 3. Ce modèle BGK possède des entropies
cinétiques dont celle associée à l’énergie est donnée par

H(f, ξ) =
θ

1 − θ

1

2

(
f1√
f0

− ξ
√
f0

)2

+
θ(3 − γ)

2c
2(γ−1)/(3−γ)
γ,θ,κ

f
(γ+1)/((3−γ)
0

γ + 1
+

1

2

f 2
1

f0
. (2.16)
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Voir aussi [192], [193] pour le cas γ = 3 où le système se ramène au niveau cinétique à
une seule équation. Voir également [189], [176] pour des travaux dans ces directions.

Tout d’abord, dans [20], nous prouvons l’existence d’une solution de l’équation cinétique
BGK à l’aide du théorème de point fixe de Schauder, de la compacité faible dans L1 et
un lemme de moyenne.

Théorème 2.1 ([20]) Soit k = 2, a(ξ) = ξ, n = m = 1. Supposons que f 0 ∈ L1(Rx×Rξ)

satisfait f 0(x, ξ) ∈ D p.p. et avec l’énergie initiale

∫∫

R×R

H(f 0(x, ξ), ξ) dxdξ = C0
H < ∞.

Alors il existe une solution f ∈ C([0,∞[, L1(R × R)) de (1.9) et (2.14)-(2.15) pour 1 <
γ < 3 avec la donnée initiale f 0 satisfaisant

[∫

R

∫

R

H(f(t, x, ξ), ξ) dx dξ

]T

0

=
1

ε

∫∫∫

]0,T [×R×R

Dissi(f, ρ, u, ξ)(t, x, ξ) dtdxdξ, (2.17)

où la dissipation vérifie

Dissi(f, ρ, u, ξ) =

(
H ′(f, ξ) − (

γκ

γ − 1
ργ−1 − u2

2
, u)

)
· (M [f ] − f) ≤ 0 p.p. (2.18)

Ce genre d’estimation qui va contrôler l’écart entre fε et Mε est à rapprocher des inégalités
de type Csiszár-Kullback (voir [4], [5], [73]).

Dans [21], nous prouvons qu’il existe des domaines invariants cinétiques qui sont en
correspondance avec les domaines macroscopiques (voir [186] et [21] pour les définitions de
ces notions). Ceci permet d’avoir un principe du maximum et d’aboutir à la convergence
quand le paramètre de relaxation ε tend vers 0.

Théorème 2.2 ([21]) Avec les notations du Théorème 2.1, pour tout ωmin < ωmax, le
système (1.9) vérifie la propriété que

D̃ξ = {f ∈ D; f = 0 ou ωmin ≤ ω1(ρ(f, ξ), u(f, ξ)) ≤ ω2(ρ(f, ξ), u(f, ξ)) ≤ ωmax}
(2.19)

est une famille de domaines invariants cinétiques convexes, avec ω1, ω2 les invariants de
Riemann définis par

ω1(ρ, u) = u− 2
√
γκ

γ − 1
ρ

γ−1

2 , ω2(ρ, u) = u+
2
√
γκ

γ − 1
ρ

γ−1

2 , (2.20)

et avec

u(f, ξ) =
f1/f0 − θξ

1 − θ
, ρ(f, ξ) =

(
4γκ

(γ − 1)2

)−1/(γ−1)
((

f1/f0 − ξ

1 − θ

)2

+

(
f0

cγ,θ,κ

)2(γ−1)/(3−γ)
)1/(γ−1)

.

(2.21)
De plus, les ensembles D̃ξ sont associés aux domaines invariants de (1.3)

D̃ = {(ρ, u) ∈ R
+ × R; ρ = 0 ou ωmin ≤ ω1(ρ, u) ≤ ω2(ρ, u) ≤ ωmax}, (2.22)

au sens où pour tout (ρ, u) ∈ D̃, M(ρ, u, ξ) ∈ D̃ξ p.p. ξ, et pour tout f(ξ) ∈ L1(Rξ) tel
que f(ξ) ∈ D̃ξ p.p. ξ, (ρ, u) ∈ D̃ avec (ρ, ρu) =

∫
R
f(ξ) dξ.
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Une estimation des inégalités d’entropie et l’application de la compacité par compensation
de [145], permet d’obtenir le résultat de convergence

Théorème 2.3 ([21]) Avec les notations du Théorème 2.1 et notant fε la solution de
cet énoncé avec la même donnée initiale f 0(x, ξ) ∈ L1(R × R) telle que f 0(x, ξ) ∈ D̃ξ

p.p. pour des ωmin < ωmax, et la borne d’énergie
∫∫

]0,∞[×R
H(f 0(x, ξ), ξ) dxdξ < ∞, les

quantités (ρε, uε), définis par (ρε, ρεuε) =
∫
fε dξ, sont uniformément bornés dans L∞,

et, pour une sous-suite, (ρε, ρεuε) converge p.p. dans ]0,∞[×R quand ε → 0 vers une
solution entropique (ρ, ρu) de (1.3) pour n = 1 et 1 < γ < 3, avec la donnée initiale
(ρ0, ρ0u0) =

∫
f 0dξ.

2.2 Gaz isentropiques avec condition de bord

Dans [22], nous obtenons la relaxation du modèle BGK de la section précédente vers
le système des gaz isentropiques dans le cas d’un problème avec une condition de bord.
Ceci permet de définir une méthode générale pour étudier les limites de relaxation des
systèmes de lois de conservation avec une condition de bord et également de montrer
l’existence des solutions pour les gaz isentropiques avec une condition de bord.

Nous étudions donc le système (1.3) pour n = 1 et 1 < γ < 3 avec une donnée initiale

ρ(0, x) = ρ0(x), ρ(0, x)u(0, x) = ρ0(x)u0(x), x > 0, (2.23)

et des conditions de Dirichlet au bord

ρ(t, 0) = ρb(t), ρ(t, 0)u(t, 0) = ρb(t)ub(t), t > 0. (2.24)

Il est connu ([131], [113]) que pour une loi de conservation de la forme (1.1) une
condition de bord U(t, 0) = U b(t) pour t > 0 ne peut être satisfaite partout, ainsi une
formulation faible doit être introduite. Dans [83], Dubois et Le Floch proposent deux
formulations pour une condition de bord de type Dirichlet en x = 0 : une basée sur des
demi-problèmes de Riemann, et une autre basée sur l’approximation du système de lois
de conservation par un modèle parabolique ou visceux et de voir l’information conservée
à la limite. La formulation obtenue s’écrit alors selon des inégalités entropiques de bord
U(t, 0) ∈ E(U b(t)), où E(U b) est l’ensemble des w tels que

G(w) −G(U b) − η′(U b) · (F (w) − F (U b)) ≤ 0

pour tout couple (η,G) d’entropie - flux d’entropie tel que η est convexe. Dans le cas
scalaire et dans le cas linéaire, il y a équivalance entre les deux approches, voir [16] et
[83] ; il en va de même dans le cas des systèmes pour lesquels les courbes de détente sont
des droites, et pour lesquels il existe un domaine convexe positivement invariant, borné,
dans lequel les valeurs propres restent non nulles. Cependant, ce n’est pas toujours le
cas, comme le montre [16], qui donne une condition sur les systèmes 2 × 2 pour qu’ils
soient égaux. [124] prouve que, pour des systèmes de lois de conservations généraux, les
conditions de bord provenant d’approximations visceuses contiennent celles en terme de
problèmes de Riemann mais que le contraire est faux. Détaillons davantage la seconde
approche qui est celle que nous utiliserons. Pour un système strictement hyperbolique
linéaire, la condition de bord doit se trouver dans le sous-espace affine contenant U b et
engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres négatives ou nulles. On
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ne peut donc imposer sur le bord que les composantes de la base de vecteurs propres
correspondant aux caractéristiques entrantes. On peut se référer en premier lieu pour
ce type de problèmes à [12], [15]. Dans le cas scalaire, Otto [164] a prouvé que cette
condition de bord entropique faible donne une unique solution. Une des difficultés de cette
formulation est la nécessité d’avoir l’existence de traces. Avec une théorie BV, l’existence
d’une trace forte est vérifiée et ainsi [12] a obtenu le premier résultat d’existence et
d’unicité dans le cas scalaire. Voir ensuite les travaux de [148] pour la dynamique des
gaz en coordonnées lagrangiennes, [106] pour des systèmes hyperboliques avec des petites
données initiales, [196] pour un résultat d’unicité, [160] pour le cas de solutions régulières,
[161] pour le p-système et [157]. Pour une approche des lois de conservation scalaire avec
un modèle BGK, voir [162]. Cependant, il est plus intéressant d’avoir une théorie L1 ou
L∞ et nous utiliserons ces espaces plutôt que ceux liés à une théorie BV. Ceci nécessite
donc l’utilisation de traces faibles selon [61].

Dans le papier [22], nous considérons la seconde approche et les inégalités s’écrivent

GS(ρ, u)−GS(ρb, ub) − η′S(ρb, ub) · (F (ρ, u)− F (ρb, ub)) ≤ 0, dans ]0,∞[t×{0}x, (2.25)

où F (ρ, u) = (ρu, ρu2 + κργ) est le flux du système, les barres désignant les traces faibles.
Comme nous prenons en compte le cas du vide ρb = 0, et puisque la fonction ηS n’est pas
différentiable en 0, nous proposons une extension de cette formule.

Nous considérons toujours (1.9) pour k = 2, a(ξ) = ξ, n = m = 1 et 1 < γ < 3 et avec
les conditions

f(0, x, ξ) = f 0(x, ξ), x > 0, ξ ∈ R, f(t, 0, ξ) = f b(t, ξ), t > 0, ξ > 0. (2.26)

Notons que ξ > 0 correspond aux vitesses entrantes.

Nous prouvons l’existence d’un solution pour ce problème puis nous étudions la limite
de relaxation et obtenons le résultat suivant.

Théorème 2.4 ([22]) Soit k = 2, a(ξ) = ξ, n = m = 1. Soit ρb, ub ∈ L∞(]0,∞[t),
ρb ≥ 0, et notant fε la solution de (1.9), (2.14)-(2.15) et 1 < γ < 3 avec une donnée
initiale f 0(x, ξ) ∈ L1(]0,∞[×R) et une condition de bord selon (2.26) avec f b(t, ξ) =
M(ρb(t), ub(t), ξ) telles que f 0(x, ξ) ∈ D̃ξ p.p. x, ξ, ρb, ub ∈ D̃ p.p. t pour des ωmin <
ωmax, et la borne d’énergie

∫∫
]0,∞[×R

H(f 0(x, ξ), ξ) dxdξ < ∞. Alors (ρε, uε), définie par

(ρε, ρεuε) =
∫
fε dξ, reste dans D̃ et est donc uniformément bornée dans L∞, et pour

une sous-suite, (ρε, ρεuε) converge p.p. dans ]0,∞[×]0,∞[ quand ε→ 0 vers une solution
entropique (ρ, ρu) de (1.3) pour 1 < γ < 3 qui reste dans D̃ avec une donnée initiale
(ρ0, ρ0u0) =

∫
f 0dξ et une condition de bord

GS(ρ, u)−GS(ρb, ub)− TS(ρb, ub) · (F (ρ, u)−F (ρb, ub)) ≤ 0, dans ]0,∞[t×{0}x, (2.27)

où TS(ρ, u) =
1

Jλ

∫ 1

−1

(1 − z2)λ
(
S(u+ aγρ

θz) + (θaγρ
θz − u)S ′(u+ aγρ

θz))
S ′(u+ aγρ

θz))

)
dz, et

TS(ρb, ub) cöıncide avec η′S(ρb, ub) quand ρb > 0 et Jλ =
∫ 1

−1
(1 − z2)λ dz.

Passons maintenant aux travaux dans le domaine des limites hydrodynamiques ef-
fectués depuis la thèse.
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3 Limite hydrodynamique avec une seule entropie

compatible

Dans les travaux précédent, comme dans le cas de [186], une donnée importante pour
justifier la limite hydrodynamique était l’existence d’extension cinétique au sens de (1.12)
pour toutes les entropies η. Ceci limite forcément le choix du modèle cinétique qui va
approcher l’équation fluide. D’autant que dans les modèles les plus physiques, une seule
entropie possède une extension cinétique. Dans ce qui suit, nous proposons une méthode
pour justifer le limite de relaxation dans le cas où une seule entropie possède une extension
cinétique.

La méthode de DiPerna [76], utilisant la technique de compacité par compensation de
Tartar [188], pour établir la convergence des solutions approchées pour les systèmes hyper-
boliques non linéaires de lois de conservation en dimension un est classique maintenant.
Brièvement, elle consiste à multiplier par η′(Uε) une équation visqueuse ∂tUε+∂xF (Uε) =
ε∂2

xxUε, ce qui donne, notant G le flux asssocié à l’entropie η,

∂tη(Uε) + ∂xG(Uε) = ε∂2
xx(η(Uε)) − εη′′(Uε)(∂xUε)

2. (3.28)

Si l’une des entropies η vérifie η′′(Uε) ≥ α > 0, on obtient

‖∂xUε‖L2
t,x

≤ C√
ε
, (3.29)

Ceci entraine alors pour toutes les entropies que ε∂2
xx(η(Uε)) =

√
ε∂x(η

′(Uε)
√
ε∂xUε) tend

vers 0 dans H−1
loc et que εη′′(Uε)(∂xUε)

2 est bornée dans L1
loc. Par un lemme de Murat

[153], on conclut alors que ∂tη(Uε) + ∂xG(Uε) est compacte dans H−1
loc et la compacité par

compensation de Tartar permet de conclure à la convergence de la suite (Uε).
Cette méthode a été utilisée ensuite principalement pour des équations avec viscosité

et des approximations numériques. Cependant établir des résultats similaires pour des
modèles de relaxation comme ceux introduit dans [64] n’est pas résolu en général. Pour le
cas scalaire, voir le compte rendu de [190]. Dans [189], à partir d’inégalités d’énergie très
particulières, Tzavaras obtient une estimation du gradient des solutions approchées de la
forme (3.29) où ε est le paramètre de relaxation. (Voir aussi [118] et [117].)

Le travail que nous avons obtenu dans [23] et que nous présentons dans ce qui suit
a ainsi pour motivation de généraliser cette approche à des modèles cinétiques de type
BGK ayant une seule entropie avec une extension cinétique. Il est à noter en particulier
que pour obtenir l’estimation du gradient (3.29), nous avons en particulier établi un
nouveau lemme de moyenne particulièrement adapté au cas des équations avec un terme
de relaxation BGK.

3.1 Le modèle BGK avec une seule entropie ayant une extension
cinétique

Nous nous intéressons à la limite des solutions approchées (ρε, ρεuε) = Uε =

∫

R

fε dξ

où fε est solution de l’équation cinétique (1.9), avec k = 2, a(ξ) = ξ, n = m = 1 et
la Maxwellienne (2.14) pour 1 < γ ≤ 5/3 et 0 < θ ≤ 1, vers les solutions du système
de la dynamique des gaz isentropiques (1.3). Notons bien que la relation (2.15) n’est pas
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supposée. Ce choix particulier est le seul cas possèdant des entropies cinétiques Hη qui
sont des extensions cinétiques des entropies η pour toutes les entropies. Dans le présent
travail, une seule entropie cinétique va exister, celle associée à l’entropie correspondant à
l’énergie physique du système. L’entropie et son flux associée sont

ηe(ρ, u) = ρu2/2 +
κ

γ − 1
ργ , Ge(ρ, u) = (ηe(ρ, u) + κργ)u, (3.30)

et l’entropie cinétique associéH(f, ξ) définie par (2.16) dans le cas θ < 1, etH(f, ξ) =
ξ2

2
f0

dans le cas θ = 1. La schéma de la preuve est d’obtenir une estimation du gradient de la
forme (3.29) à l’aide d’un lemme de moyenne puis d’obtenir une estimation de la forme

‖Mε − fε‖L2
txξ

≤ C
√
ε, (3.31)

en utilisant la seule entropie ayant une extension cinétique et finalement de coupler ces
deux estimations afin de contrôler toutes les inégalités d’entropie selon

∂t η(Uε) + ∂xG(Uε) = mη,ε +Rη,ε, (3.32)

avec Rη,ε → 0 quand ε → 0 dans W−1,p
loc pour tout 1 < p < ∞ et mη,ε des mesures

négatives locallement bornées, uniformément en ε. Finalement la compacité par compen-
sation permet de conclure à la convergence des solutions approchées.

Le résultat obtenu est le suivant.

Théorème 3.1 ([23]) Soit k = 2, a(ξ) = ξ, n = l = 1. On suppose que 1 < γ ≤ 5/3, et
que la solution fε de (1.9) avec (2.14), pour une donnée initiale f 0

ε telle que f 0
ε , H(f 0

ε )

sont bornées dans L1
xξ et avec ‖f 0

ε ‖H1
x(Rx×Rξ) ≤

C

ε
, vérifie

|fε|, |M [fε]| ≤ F, |(fε)1| ≤ A(fε)0, |(M [fε])1| ≤ A(M [fε])0, (3.33)

suppξfε, suppξM [fε] ⊂ B(0, Q), (3.34)

ρε(t, x) ≥ ηT,R pour 0 ≤ t ≤ T, −R < x < R, (3.35)

avec F , A, Q, ηT,R > 0 des constantes indépendantes de ε. Alors notant Uε = (ρε, ρεuε) =∫
R
fε dξ, il existe une sous-suite telle que ρε → ρ et ρεuε → ρu p.p., avec (ρ, ρu) une

solution de (1.3) de donnée initiale (ρ0, ρ0u0) = w- lim
∫
f 0
ε dξ. En ce qui concerne les

entropies, la solution limite vérifie

∂t η(U) + ∂xG(U) = mη ∈ Mloc (3.36)

pour toute entropie η. La mesure mη est négative pour η = ηe.

Supprimer les hypothèses (3.33)-(3.35) reste un problème ouvert pour l’instant. Détaillons
les idées utiles pour montrer ce résultat. Commençons tout d’abord par le lemme de
moyenne annoncé.
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3.2 Un lemme de moyenne adapté aux équations BGK

Nous reviendrons plus en détail sur le contexte des lemmes de moyenne dans la section
7.1. Le lemme obtenu ici est adapté au cas d’une équation avec un second membre de type
BGK. Afin d’obtenir le plus de régularité possible, nous utilisons une transformation de
Fourier dans la variable x seulement suivant l’idée de [44].

Théorème 3.2 ([23]) Soit a ∈ L∞
loc(R

m,Rn) et ψ ∈ L2(Rm), telle que pour des valeurs
de K ≥ 0 et 0 < α ≤ 1, on ait

∀σ ∈ Sn−1, ∀ z ∈ R, ∀ η > 0,

∫

z<a(ξ)·σ<z+η

|ψ(ξ)|2 dξ ≤ Kηα. (3.37)

Soit f ∈ C([0, T ], L2(Rn
x × R

m
ξ )) solution de

∂tf + divx[a(ξ)f ] =
h− f

ε
+ g dans ]0, T [×R

n
x × R

m
ξ , (3.38)

avec g, h ∈ L2(]0, T [×R
n
x × R

m
ξ ) et pour des données initiales f(0, .) = f 0. Notons

ρψ(t, x) =

∫

RM

f(t, x, ξ)ψ(ξ) dξ ∈ C([0, T ], L2(Rn
x)). (3.39)

Alors, pour p.p. k,

(∫ T

0

|ρ̂ψ(t, k)|2 dt
)1/2

≤ C
√
K

|k|α/2

[
ε

1−α
2

(∫
|f̂ 0|2 dξ

)1/2

+

(∫
|f̂ 0|2 dξ

)α/2(∫ T

0

∫
|ĥ|2 dtdξ

)1
2
(1−α)

+ε1−α
2

(∫ T

0

∫
|ĝ|2 dtdξ

)1/2

+

(∫ T

0

∫
|ĥ|2 dtdξ

)1
2
(1−α

2
)(∫ T

0

∫
|ĝ|2 dtdξ

)α/4

+
1

εα/2

(∫ T

0

∫
|ĥ|2 dtdξ

) 1
2
(1−α

2
)(∫ T

0

∫
|ĥ− f̂ |2 dtdξ

)α/4]
. (3.40)

Notons que pour α = 1, ceci donne une estimation dans H
1/2
x . Appliquant ce résultat

vectoriellement avec a(ξ) = ξ et ψ ∈ Cc(R), 0 ≤ ψ ≤ 1, telle que ψ = 1 sur le support en
ξ de fε, (3.37) est vérifiée avec α = 1, K = 1 et ρψ =

∫
fεψ(ξ) dξ = Uε. Avec h = M [fε]

et g = 0, nous obtenons

‖Uε‖Ḣ1/2
x (]0,T [×R)

≤ C

[
‖f 0

ε ‖L2
x,ξ

+ ‖M [fε]‖1/2

L2
t,x,ξ

∥∥∥∥
M [fε] − fε

ε

∥∥∥∥
1/2

L2
t,x,ξ

]
. (3.41)

Ceci montre comment la structure BGK est préservée au maximum tout en conservant
une régularité H1/2.
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3.3 Estimation du gradient et convergence

La première étape de la preuve du Théorème 3.1 consiste à prouver (3.31) ce qui
provient d’une étude très technique de la dissipation d’entropie. Combinant ceci avec le
lemme de moyenne de la section précédente (3.41), il vient

‖Uε‖Ḣ1/2
x (]0,T [×R)

≤ CT ε
−1/4. (3.42)

Pour λ ≥ 1, M(., ξ) est Lipschitzienne et on trouve

‖ζR(x)M [fε]‖H1/2
x (]0,T [×Rx×Rξ)

≤ CT,R ε
−1/4 (3.43)

avec ζR(x) ∈ C∞
c , ζR ≥ 0, tel que ζR(x) = 1 pour −R ≤ x ≤ R. Utilisant la formule des

caractéristiques, on obtient

‖ζR(x)fε‖H1/2
x (]0,T [×Rx×Rξ)

≤ CT,R ε
−1/4. (3.44)

Utilisant à nouveau le lemme de moyenne, il vient

‖ζR∂xUε‖L2
t,x

≤ CT,R

[
ε−1/2 + ε−1/4‖ζR∂xUε‖1/2

L2
t,x

]
, (3.45)

ce qui donne

∫∫

]0,T [×]−R,R[

|∂xUε|2 dtdx ≤ CT,R
ε

. Multipliant l’équation cinétique par ξ, appli-

quant le lemme de moyenne et utilisant ∂tUε + ∂x
∫
ξfε dξ = 0, nous prouvons finalement

les estimations de gradient suivantes : il existe des constantes CT,R > 0, indépendantes de
ε, telles que ∫∫

]0,T [×]−R,R[

|∂xUε|2 dtdx+

∫∫

]0,T [×]−R,R[

|∂tUε|2 dtdx ≤ CT,R
ε

. (3.46)

Nous adaptons ensuite la technique de DiPerna. Intégrant (1.9) par rapport à ξ, il vient

∂tUε + ∂x F (Uε) = ∂x

∫

R

ξ(M [fε] − fε) dξ. (3.47)

Pour toute entropie régulière, ceci entrâıne

∂t η(Uε) + ∂xG(Uε)

= η′(Uε) · ∂x
∫

R

ξ(M [fε] − fε) dξ

= −η′′(Uε) · ∂xUε ·
∫

R

ξ(M [fε] − fε) dξ + ∂x

[
η′(Uε) ·

∫

R

ξ(M [fε] − fε) dξ

]
.

Le premier terme de cette décomposition fournit des mesures bornées dans Mloc uni-
formément par rapport à ε selon

∫∫

]0,T [×]−R,R[

|∂xUε| ·
∣∣∣∣
∫

R

ξ(M [fε] − fε) dξ

∣∣∣∣ dtdx

≤ C‖∂xUε‖L2(]0,T [×]−R,R[)‖M [fε] − fε‖L2
t,x,ξ

≤ CT,R.

(3.48)
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Le second terme vérifie

η′(Uε) ·
∫

R

ξ(M [fε] − fε) dξ → 0 dans Lpt,x, quand ε→ 0. (3.49)

Nous obtenons ainsi des estimations de la forme (3.32) et la compacité par compensation
selon [145] permet de conclure.

Dans la section 12, nous étudierons la convergence d’un schéma numérique associée à
ce modèle.

4 Méthode d’entropie relative par contrôle du flux

relatif

Dans cette section, nous présentons une autre direction de preuves pour ce type de li-
mites hydrodynamiques. La technique proposée est de type entropie relative et est générale
à partir du moment où le système étudié possède un contrôle du flux relatif par l’entropie
relative. Cette technique permet de bien séparer les effets de la dissipation cinétique du
contrôle des non-linéarités. Nous illustrerons ensuite cette technique sur deux exemples
significatifs, celui où le système limite est la dynamique des gaz isentropiques, et celui de
l’équation de Boltzmann discrète vers les équations d’Euler. Commençons par présenter
le premier cadre de travail.

4.1 Limite hydrodynamique sans hypothèse de support en vi-
tesse

Nous nous intéressons à la limite d’une équation de type BGK ou Fokker-Planck vers
la dynamique des gaz isentropiques. Les équations cinétiques considérées sont donc

∂tfε + ξ · ∇xfε + F (x) · ∇ξfε =
Qfε
ε
, (4.50)

avec fε = fε(t, x, ξ) ∈ R pour t ∈ R
+, x, ξ ∈ R

n (m = n). Le terme de force F : R
n → R

n

est supposé donné. Pour le modèle BGK,

Qf = Mf − f, (4.51)

où la fonction d’équilibre Mf est définie par

Mf (t, x, ξ) = M(ρ(t, x), ρu(t, x), ξ), (ρ, ρu)(t, x) =

∫

Rn

(1, ξ)f(t, x, ξ) dξ, (4.52)

et la Maxwellienne M : R
p × R

n → R donnée par

M(ρ, ρu, ξ) = 1|u−ξ|n≤cnρ pour γ =
n+ 2

n
, (4.53)

M(ρ, ρu, ξ) = c

(
2γ

γ − 1
ργ−1 − |ξ − u|2

)d/2

+

sinon, (4.54)
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avec d = 2/(γ − 1) − n. L’entropie cinétique est

H(f, ξ) =
|ξ|2
2
f, pour γ =

n + 2

n
, (4.55)

H(f, ξ) =
|ξ|2
2
f +

1

2c2/d
f 1+2/d

1 + 2/d
sinon. (4.56)

Voir [40] pour plus de détails sur ces modèles. L’équation de Fokker-Planck s’écrit quand
à elle

Qf = divξ((ξ − u)f + ∇ξf), (4.57)

où

(ρ, ρu)(t, x) =

∫

Rn

(1, ξ)f(t, x, ξ) dξ. (4.58)

L’entropie cinétique est ici

H(f, ξ) = (
1

2
|ξ|2 + ln f)f. (4.59)

Finalement la limite hydrodynamique attendue est (1.3) avec ajout d’un terme de
champ externe, à savoir

{
∂tρ + divx(ρu) = 0, t ∈ R

+, x ∈ R
n,

∂t(ρu) + divx(ρu⊗ u+ Iργ) = ρF, t ∈ R
+, x ∈ R

n,
(4.60)

pour 1 ≤ γ ≤ n+2
n

, et le champ externe de force F . L’entropie associée est

η(ρ, ρu) = ρ
u2

2
+ h(ρ), (4.61)

avec h(ρ) =
1

γ − 1
ργ pour γ > 1 et h(ρ) = ρ ln ρ pour γ = 1. Notons que le cas n = 2,

γ = 2 et Z ′ = F où Z est la topographie correspond au système de Saint-Venant avec
topographie.

Les résultats obtenus (voir [30]) sont locaux en temps car valables sur l’intervalle de
temps pour lequel la solution de (4.60) reste régulière. Il est à noter que l’on considère ici
des gaz compressibles et même l’existence d’une solution de (4.60) après les chocs n’est
pas connue dans le cas multi dimensionnel.

L’équation de Fokker-Planck permet de traiter le cas isotherme (γ = 1) et l’équation
BGK considère les autres valeurs de γ.

Le principal résultat [30] obtenu dans ce cadre est le suivant.

Théorème 4.1 ([30]) Soit F ∈ C2(Rn) ∩ L∞(Rn). Soit (ρ0, ρ0u0) ∈ L1(Rn) la donnée
initiale d’une solution U = (ρ, ρu) ∈ C1([0, T [×R

n) ∩ L1([0, T [×R
n) de (4.60) telle que

ρ > 0, ρ, u, ∂xρ, ∂xu sont bornées par rapport à (t, x) et ρu2, h(ρ) sont integrables
par rapport à (t, x). Considérons une famille de données initiales cinétiques f 0

ε vérifiant
f 0
ε ∈ L1(R2n), H(f 0

ε , ξ) ∈ L1(R2n). Supposons qu’elles vérifient
∫

Rn

(f 0
ε , ξf

0
ε , H(f 0

ε , ξ)) dξ →
ε→0

(ρ0, ρ0u0, ρ0(u0)2/2 + h(ρ0)) dans L1(Rn).

Soit fε la solution de l’équation BGK (4.50) et (4.51) pour 1 < γ ≤ n/(n + 2) ou la
solution de l’équation de Fokker-Planck (4.50) et (4.57) pour le cas isotherme (γ = 1).

21



Posons (ρε, ρεuε) =
∫

Rn(1, ξ)fε dξ. Alors ρε converge fortement dans C0(0, T ;Lploc(R
n))

vers ρ pour tout 1 ≤ p < γ et ρεuε converge fortement vers ρu dans C0(0, T ;Lqloc(R
n))

pour tout 1 ≤ q < 2γ/(γ + 1).

Il est à noter qu’aucune hypothèse sur le support en ξ des fε n’est utile. Tout est
controlé par la borne sur l’énergie.

4.2 Une méthode générale de preuve

Présentons maintenant en détail la technique. Elle est de type méthode d’entropie re-
lative. L’utilisation d’entropie relative a été utilisée pour le principe d’unicité faible-fort et
la stabilité établie par Dafermos [67] et DiPerna [75] pour les systèmes de lois de conser-
vation hyperbolique multidimensionnels admettant une entropie convexe, et également
pour les systèmes de particules et la dynamique des gaz raréfiés (voir Yau [197], Golse,
Levermore et Saint-Raymond [100], Saint-Raymond [183], Olla, Varadhan et Yau [163],
Goudon, Jabin et Vasseur [108]). Ceci porte aussi le nom d’énergie modulée (voir Brenier
[49], [50] et Masmoudi [152]). Elle est proche également des solutions dissipatives pour
l’équation d’Euler de Lions [140]. Le lecteur intéressé pourra consulter également sur cette
technique les articles [53], [123], [134].

La méthode de preuve que nous proposons est en fait assez générale et peut être utilisée
pour d’autres problèmes dès que des hypothèses de structure au niveau cinétique et au
niveau du système limite sont vérifiées. Nous allons maintenant présenter le schéma de la
preuve afin de faire ressortir ces hypothèses de structure.

Considérons les lois de conservation

∂tU + divx F (U) = Q(U, x), (4.62)

avec U(t, x) ∈ U ⊂ R
k pour t ∈ R

+, x ∈ R
n, F : U → R

k et Q : U ×R
n → R

k. Supposons
que ce système possède un couple d’entropie-flux d’entropie (η,G) avec η ∈ C2(U ,R)
convexe. Considérons l’équation cinétique un peu plus générale que (4.50), à savoir

∂tfε + ξ · ∇xfε + q(fε) =
Q(fε, ξ)

ε
, (4.63)

avec fε = fε(t, x, ξ) ∈ R pour t ∈ R
+, x, ξ ∈ R

n (m = n) et q un opérateur linéaire,
Q : R × R

n → R et a : R
n → R

k, où le terme de collision Q satisfait
∫

Rn

a(ξ)Q(f, ξ) dξ = 0, pour tout f ∈ R. (4.64)

Supposons que ce système possède une entropie cinétique H : R × R
n → R qui soit

compatible avec l’entropie η du système hyperbolique au sens suivant

d

dt

∫∫

R2n

H(fε, ξ) dξ dx ≤
∫

Rn

η′(Uε)Q(Uε) dx, (4.65)

où

Uε(t, x) =

∫

Rn

a(ξ)fε(t, x, ξ) dξ, (4.66)

et

η(Uε) ≤
∫

Rn

H(fε, ξ) dξ. (4.67)
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Finalement, on demande à l’entropie de contrôler les flux, à savoir

∣∣∣∣
∫

Rn

(
|a(ξ)| + |a(ξ) ⊗ ξ|

)
fε dξ +

∫

Rn

a(ξ)q(fε) dξ

∣∣∣∣ ≤
∫

Rn

(
fε +H(fε, ξ)

)
dξ. (4.68)

Suivant les notations de Dafermos, pour toute fonction Φ ∈ C1(Rk) de U , la quantité
relative associée sera notée Φ(·|·) ∈ C0(Rk × R

k) :

Φ(U1|U2) = Φ(U1) − Φ(U2) −∇Φ(U2)(U1 − U2). (4.69)

Le résultat abstrait [30] que nous obtenons et qui soutient la méthode est le suivant.

Théorème 4.2 ([30]) Soit U ∈ [C1([0, T ]×R
n)]k une solution forte sur [0, T ] du système

hyperbolique multidimensionnel (4.62), système possédant une entropie η convexe de classe
C2, avec une donnée initiale U0. Supposons que U , η′(U) et ∂xη

′(U) sont bornées et que
U et η(U) sont intégrables par rapport à x. Soit fε solution de l’équation cinétique (4.63),
satisfaisant (4.64)-(4.68) et fε + H(fε, ξ) integrable par rapport à x et ξ pour tout t.
Posons

Uε(t, x) =

∫

Rn

a(ξ)fε(t, x, ξ) dξ.

Supposons la convergence des données initiales

∫

Rn

η(U0
ε |U0) dx ≤ C0

√
ε, (4.70)

et la compatibilité des données initiales

∣∣∣∣
∫

Rn

H(f 0
ε , ξ) dξ − η(U0

ε )

∣∣∣∣ ≤ C0

√
ε. (4.71)

Supposons le contrôle des quantités cinétiques selon

∫ T

0

∫

Rn

∣∣∣∣F (Uε) −
∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)fε dξ

∣∣∣∣ dx dt ≤ C1

√
ε, (4.72)

∫ T

0

∫

Rn

∣∣∣∣Q(Uε, x) +

∫

Rn

a(ξ)q(fε) dξ

∣∣∣∣ dx dt ≤ C1

√
ε, (4.73)

et le contrôle des flux relatifs et des termes sources par l’entropie relative selon

|F (Uε|U)| ≤ C2 η(Uε|U), (4.74)

|Q(U)η′(Uε|U) + [Q(Uε) −Q(U)](η′(Uε) − η′(U))| ≤ C2 η(Uε|U), (4.75)

avec C1 et C2 des constantes positives, alors on obtient, avec C une constante, la conver-
gence de Uε vers U selon

∫

Rn

η(Uε|U)(t, x) dx ≤ C
√
ε pour tout t ∈ [0, T ]. (4.76)
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Ce résultat fait apparâıtre pour quels systèmes notre technique de preuve va pouvoir
fonctionner, à savoir qu’il faut les conditions de structure (4.74) et (4.75) pour le système
(4.62), c’est-à-dire principalement le contrôle du flux relatif par l’entropie relative. Ce
résultat montre également quelles équations cinétiques vont pouvoir fonctionner pour la
limite hydrodynamique avec notre technique, à savoir les équations cinétiques (4.63) dont
la dissipation d’entropie entraine les estimations (4.72) et (4.73). Notons que ce résultat
permet de séparer les effets de la dissipation cinétique du contrôle des non-linéarités. No-
tons également qu’en ce qui concerne le système limite, seule sa structure propre intervient
et pas le choix de l’équation cinétique qui l’approche. Plus précisément, pour appliquer la
méthode, le système doit vérifier les hypothèses de structure :

|F (V |U)| ≤ C2 η(V |U), ∀U, V (4.77)

|Q(U)η′(V |U) + [Q(V ) −Q(U)](η′(V ) − η′(U))| ≤ C2 η(V |U), ∀U, V, (4.78)

ceci indépendamment de l’approximation cinétique utilisée. Pour ces systèmes, il convient
alors d’utiliser une équation cinétique pour laquelle, on obtient une dissipation de la forme
(4.72) ce qui par exemple dans le cas d’équation BGK revient à savoir si la dissipation
d’entropie va entrainer une estimation de la forme

∫ T

0

∫

Rn

∣∣∣∣
∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)(Mfε − fε) dξ

∣∣∣∣ dx dt ≤ C1

√
ε. (4.79)

Cette dernière inégalité est alors purement cinétique.

Le schéma de la preuve de ce résultat est donné par le calcul de l’évolution de l’entropie
relative

d

dt

∫

Rn

η(Uε|U) +

∫

Rn

H(fε, ξ) dξ − η(Uε) dx

≤ −
∫

Rn

η′(U) · [∂tUε + divx F (Uε) −Q(Uε)] dx

−
∫

Rn

∑

jk

∂xk
[∂jη(U)]Fjk(Uε|U) dx

+

∫

Rn

Q(U)η′(Uε|U) dx

+

∫

Rn

[Q(Uε) −Q(U)](η′(Uε) − η′(U)) dx,

et celui des moments de fε, à savoir

∂tUε + divx F (Uε) −Q(Uε) = divx

(
F (Uε) −

∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)fε dξ

)

−
[∫

Rn

a(ξ)q(fε) dξ + Q(Uε)

]
.

24



Notant ∆ε = η(Uε|U) +

∫

Rn

H(fε, ξ) dξ − η(Uε), l’inégalité suivante est alors obtenue

d

dt

∫

Rn

∆ε(t, x) dx ≤ C(U)

(∫

Rn

∣∣∣∣F (Uε) −
∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)fε dξ

∣∣∣∣ dx

+

∫

Rn

∣∣∣∣Q(Uε) +

∫

Rn

a(ξ)q(fε) dξ

∣∣∣∣ dx

+2C2

∫

Rn

η(Uε|U) dx

)
,

ce qui entraine alors, pour t ∈ [0, T ],
∫

Rn

∆ε(t, x) dx

≤
∫

Rn

∆ε(0, x) dx+ 2C(U)C1

√
ε+ 2C(U)C2

∫ t

0

∫

Rn

∆ε(s, x) dx ds,

et un lemme de Gronwall permet de conclure.

4.3 Application de la méthode pour les gaz isentropiques

Montrons maintenant que le système des gaz isentropiques (4.60) vérifie les hypothèses
de compatibilité de structure et que les equations cinétiques (4.50) associées à (4.51) et
(4.57) entrainent bien les propriétés de dissipations souhaitées.

Tout d’abord, en ce qui concerne le système (4.60), le flux relatif du système

F ((ρ1, ρ1u1)|(ρ2, ρ2u2)) = (0, ρ1(u1 − u2) ⊗ (u1 − u2) + h(ρ1|ρ2)I) (4.80)

est bien contrôlé par l’entropie relative

η((ρ1, ρ1u1)|(ρ2, ρ2u2)) =
ρ1

2
|u1 − u2|2 + h(ρ1|ρ2). (4.81)

Maintenant, intéressons-nous aux dissipations d’entropie des solutions cinétiques. Tout
d’abord, dans le cas des modèles BGK, les entropies (4.56) sont bien compatibles avec l’en-
tropie η du système des gaz isentropiques au sens de (4.65)-(4.67). Le calcul de l’évolution
de l’entropie cinétique donne

∫ T

0

∫

Rn

∣∣∣∣F (Uε) −
∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)fε dξ

∣∣∣∣ dx dt

=

∫ T

0

∫

Rn

∣∣∣∣
∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)(Mfε − fε) dξ

∣∣∣∣ dx dt, (4.82)

et nous obtenons le contrôle de la dissipation suivant.

Proposition 4.3 ([30]) Soit fε solution de l’équation (4.50) avec (4.51) pour des données
initiales f 0

ε bornées dans L1(R2n) et telles que
∫∫

R2n

|ξ|2f 0
ε (x, ξ) dξ dx ≤ C0 <∞. (4.83)

Alors il existe Cn telle que, pour tout ε < 1,
∫ T

0

∫

Rn

∣∣∣∣
∫

Rn

ξ ⊗ a(ξ)(Mfε − fε) dξ

∣∣∣∣ dx dt ≤ Cn
√
ε.
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Nous obtenons une estimation similaire dans le cas de l’équation de Fokker-Planck.

Notons pour finir cette partie que le système d’Euler complet (1.2) ne vérifie pas (4.74)
et la méthode ne peut ainsi s’appliquer directement pour la convergence de l’équation de
Boltzmann vers le système d’Euler complet. De plus, le problème du contrôle des grandes
vitesses cinétiques se pose aussi dans ce cas afin d’obtenir (4.72) et (4.73).

Néanmoins, la méthode proposée dans ce travail se révèle assez solide pour s’adapter
au cas de la convergence de Boltzmann discret vers un système de type Euler, c’est l’objet
de la section suivante.

5 Boltzmann discret vers Euler

5.1 Modèle de Boltzmann discret

Les équations de type Boltzmann discret ont été beaucoup étudiées (voir Cabannes,
Gatignol et Luo [54] ou Platkwoski et Illner [177] et les références contenues dans ces
articles) car elles offrent des simplifications appréciables et proposent malgré tout de
bonnes similarités avec le modèle continu. Le problème de l’existence de solutions aux
équations de Boltzmann discrètes a été étudié, aussi bien dans le cas de la dimension un
en espace [14], [37], [114] que du cas multidimensionnel [38], [89].

Les équations de Boltzmann discrète en vitesse s’écrivent selon

∂tfi + ξi∂xfi =
1

ε
Qi(f, f), pour i = 1, . . . , N, (5.84)

avec le noyau de collision

Qi(f, f) =
∑

jkl

Sijkl(fkfl − fifj), (5.85)

et pour un nombre de vitesses N ≥ 3. Le système de loi de conservation attendu à la
limite est 





∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, t ∈ R
+, x ∈ R,

∂t(ρu) + ∂x(ρE) = 0, t ∈ R
+, x ∈ R,

∂t(ρE) + ∂x(ρJ(u,E)) = 0 t ∈ R
+, x ∈ R.

(5.86)

Il s’agit d’un système de la forme d’Euler avec la fermeture pour J(u,E) donnée par

J(u,E) =
∂bcψ

ψ
où ψ est telle que u = ∂b(lnψ), E = ∂c(lnψ), ce qui a bien un sens grâçe

à

Lemme 5.1 ([29]) La fonction lnψ est régulière et strictement convexe et l’application
T : (b, c) → (u,E) définie par

T (b, c) = ∇(b,c) lnψ(b, c)

est un C1 difféomorphisme de R
2 vers U l’ensemble des valeurs admissibles pour (u,E).

La limite hydrodynamique ε→ 0 a été justifiée dans le cas du modèle de Broadwell par
Calfisch et Papanicolaou [56] et la limite en temps grand de (5.84) vers des Maxwelliennes
a été obtenue dans les travaux de Beale [14] et Kawashima [125].
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Nous faisons les hypothèses suivantes sur le modèle. Les coefficients d’interaction Sijkl
vérifient des propriétés de symétrie et de reversibilité,

Sijkl = Sjikl, Sijkl = Sijlk, (5.87)

Sijkl = Sklij, (5.88)

et afin qu’une collision élastique (i, j) 7→ (k, l) conserve la masse, la quantité de mouve-
ment et l’énergie, on suppose

ξk + ξl = ξi + ξj, ξ2
k + ξ2

l = ξ2
i + ξ2

j si Sijkl 6= 0. (5.89)

Ceci implique sur le modèle,
∑

i

Qi = 0,
∑

i

ξiQi = 0,
∑

i

ξ2
iQi = 0 , (5.90)

ce qui entrâıne les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
l’énergie au niveau cinétique. Considérons la matrice de collision B ∈ {−1, 0, 1}N2×N

définie par

Bij,i = Bij,j = −Bij,k = −Bij,l = 1 si Sijkl 6= 0,

Bij,k = 0 sinon.

Les relations (5.90) impliquent que (1, · · ·, 1), (ξ1, · · ·, ξN) et (ξ2
1 , · · ·, ξ2

N) sont dans le noyau
de B. Nous ferons l’hypothèse suivante :

Ker(B) = Vect
{

(1, · · ·, 1), (ξ1, · · ·, ξN), (ξ2
1, · · ·, ξ2

N)
}

et dim Ker(B) = 3 , (H)

ce qui signifie que le modèle ne possède pas d’autres lois de conservation. Définissons enfin
l’entropie de f par

H(f) =
N∑

i=1

fi ln fi.

Le résultat de convergence que nous obtenons s’énonce de la façon suivante.

Théorème 5.2 ([29]) Soit (ρ0, u0, E0) une fonction Lipschitzienne sur R à valeurs dans
R

+ × U telle que U0 = (ρ0, ρ0u0, ρ0E0) et η(ρ0, ρ0u0, ρ0E0) sont dans L1(R) et ∂xU0 ∈
L2(R) ∩ L∞(R). Alors il existe un intervalle de temps maximal T ∗ telle que la solution
(ρ, ρu, ρE) du système limite (5.86) avec la donnée initiale (ρ0, u0, E0) reste Lipschitzienne
sur [0, T ∗[×R. Notant M la Maxwellienne associé à (ρ, ρu, ρE). Soit f 0

ε ∈ (L1(R))N à
composantes positives et vérifiant H(f 0

ε ) bornée dans L1(R). Notons fε la solution de

(5.84) avec donnée initiale f 0
ε . Si f 0

ε converge fortement vers M
0
, Maxwellienne associée

à (ρ0, u0, E0), au sens ∫

R

H(f 0
ε |M

0
)(x) dx →

ε→0
0,

alors fε converge fortement vers M pour tout T < T ∗ au sens

sup
0≤t≤T

∫

R

H(fε|M)(t, x) dx →
ε→0

0,

avec
H(f |g) =

∑

i

fi ln(fi/gi) − (fi − gi) ≥ 0.

Présentons les idées de la preuve de ce résultat.
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5.2 Estimation de la dissipation d’entropie et limite vers Euler

Notons η(U) = H(M(U)) l’entropie du système, la relation suivante a lieu : il existe
C > 0 telle que

|F (U |U)| ≤ Cη(U |U) pour tout U,U ∈ U ,
avec F le flux du système (5.86). Le critère de comparaison du flux relatif et de l’entropie
relative au sens de la section 4.2 est donc bien réalisé et le mise en oeuvre de la méthode
est possible.

Il reste à voir en quoi la dissipation d’entropie, qui s’écrit ici

D(f) =
1

4

∑

ijkl

Sijkl ln

(
fkfl
fifj

)
(fkfl − fifj) ≥ 0, (5.91)

permet d’estimer l’écart entre fε et Mε. Nous prouvons le résultat assez technique suivant.

Proposition 5.3 ([29]) Il existe une constante C telle que pour tout f ∈ R
N , nous avons

N∑

i=1

|fi −Mi| ≤ C
√
D(f), (5.92)

avec M = M(Pf) la Maxwellienne associée et Pf =
∑N

i=1(1, ξi, ξ
2
i )fi.

Montrons que la méthode de la section précédente peut s’étendre à cette étude discrète.
Utilisons les notations suivantes : fε pour la solution de (5.84), Uε = (ρε, ρεuε, ρεEε) =

Pfε =
N∑

i=1

(1, ξi, ξ
2
i )(fε)i, Mε = M(Uε), V : R

N → R
N avec V fi = ξifi pour i = 1, · · · , N ,

s(y) = y ln y, U pour la solution régulière du système limite et M = M(U) la Maxwellienne
associée.

Nous obtenons les deux relations d’entropie

∂t

N∑

i=1

(fε)i ln(fε)i + ∂x

N∑

i=1

ξi(fε)i ln(fε)i +
D(fε)

ε
= 0, (5.93)

et

∂t

N∑

i=1

M i lnM i + ∂x

N∑

i=1

ξiM i lnM i = 0, (5.94)

ce qui permet de d’écrire l’évolution de l’entropie relative entre fε et M :

∂tH(fε|M) + ∂x

N∑

i=1

ξis((fε)i|M i) +
D(fε)

ε

= −∂t
(
∂fH(M) · (fε −M)

)
− ∂x

(
∂fH(M) · (V fε − VM)

)
.

Suivant l’article [191], nous obtenons

∂η

∂U
(U) ∗ w =

∂H
∂f

(M(U)) · f, pour tout w ∈ R
3, f ∈ R

N tels que w = Pf,
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où ∗ est le produit scalaire dans R
3 et · celui dans R

N , ce qui entraine

∂tH(fε|M) + ∂x

N∑

i=1

ξis((fε)i|M i) +
D(fε)

ε
(5.95)

= −∂t
(
∂Uη(U) ∗ P (fε −M)

)
− ∂x

(
∂Uη(U) ∗ P (V fε − VM)

)
.

(5.96)

Utilisant alors les équations d’évolution et le fait que η est une entropie, ceci se réécrit
sous la forme

∂tH(fε|M) + ∂x

N∑

i=1

ξis((fε)i|M i) +
D(fε)

ε

= −∂2
UUη(U)∂x(U) ∗

(
F (Uε|U) + P (V fε − VMε)

)
.

(5.97)

Ceci entraine une estimation en ε de la dissipation d’entropie

∫ t

0

∫

R

D(fε) dx ds ≤ C0
T ε, pour 0 ≤ t ≤ T, (5.98)

avec

C0
T = sup

ε

(∫

R

H(f 0
ε |M

0
)(x) dx

)

+ 4CT max(1, sup
i=1,··· ,N

|ξ2
i |) sup

ε

(∫

R

f 0
ε (x) dx+

∫

R

M
0
(x) dx

)
.

Utilisant
|F (Uε|U)| ≤ C1η(Uε|U) ≤ C1H(fε|M),

et
|PV (fε −Mε)|2 ≤ C2|fε −Mε|2 ≤ C3D(fε),

par la Proposition 5.3, nous aboutissons à

∫

R

H(fε|M)(t, x) dx

≤
∫

R

H(f 0
ε |M

0
)(x) dx+ C4

∫ t

0

∫

R

H(fε|M)(s, x) dx ds+ C4

√
C0
Tε

ce qui, par un lemme de Gronwall, donne

sup
0≤t≤T

∫

R

H(fε|M)(t, x) dx ≤
(∫

R

H(f 0
ε |M

0
) dx+ C5

√
ε

)
eC4T .

6 Limite en champ fort

Dans cette section, nous étudions maintenant une variante de la relaxation du modèle
BGK de la section 1 dans le cas scalaire k = 1 qui présente des intérêts dans une optique
des semi-conducteurs. En effet, récemment, différents scalings de l’équation de Vlasov ont
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fait apparaitre de nouveaux modèles (voir [3]) et en particulier le cas des équations avec
un champ fort. Les premières études de tels modèles sont [178] et nous renvoyons à [159],
[70] et leur références pour de tels problèmes. Des problèmes similaires se situent dans le
domaine des champs magnétiques forts ([90], [105], [184]), des limites quasi-neutres pour
les plasmas ([111], [49]) et de la friction forte ([120]).

6.1 Limites de relaxation BGK avec champ fort

Dans cette section, nous étudions la limite en champ fort de modèles cinétiques vers
les lois de conservation scalaires. Plus précisement, il s’agit de la limite quand ε → 0 du
modèle BGK

∂tf + divx(a(x, ξ) f) +
F (x)

ε
∂ξf =

χρ − f

ε
, (t, x, ξ) ∈ R × R

n × R, (6.99)

avec χ définie par (1.7) et

ρ(t, x) =

∫

R

f(t, x, ξ) dξ.

On suppose que le champ de vitesse a : R
n × R → R

n (m = 1) et le champ de force
scalaire F : R

n → R sont donnés.
Le point important est que le terme F/ε modifie la limite hydrodynamique obtenue.

En effet, dans le cas traditionnel, c’est-à-dire avec F = 0, la limite est

∂tρ+ divxA(x, ρ) = 0, A(x, ρ) =

∫ ρ

0

a(x, u) du. (6.100)

tandis que dans le cas F 6= 0, nous prouvons que la limite est

∂tρ+ divxB(x, ρ) = 0, (6.101)

avec

B(x, ρ) =

∫ ρ

0

∫ +∞

0

a(x, v + F (x)u) e−u du dv. (6.102)

De plus, nous proposons une très légère prise en compte d’effet “quantique” au sens où il
est permis à la distribution cinétique f de pouvoir changer de signe tout en obligeant les
observables macroscopiques, tels que la densité ρ(t, x) =

∫
f(t, x, ξ) dξ, à rester positifs.

En effet, ceci fait penser à la fonction de Wigner qui ne reste pas positive avant le passage
à la limite semi-classique. Un second lien est que l’opérateur de Wigner vérifie à la limite
Θ~[U ] · f →

~→0
−∂xU · ∂ξf, et le terme limite est justement le terme de force.

Un autre aspect nouveau de ce travail est que l’équation scalaire obtenue étant modifiée,
l’équilibre thermodynamique l’est également : quand ε→ 0, la distribution f ne converge
pas vers la Maxwellienne χρ mais vers une Maxwellienne modifiée Mρ.
Il nous semble également qu’il s’agit de la première preuve de convergence d’équations
cinétiques vers des lois de conservation avec un flux dépendant de x.

Nous prouvons les deux résultats suivants.
Le premier est multi-dimensionnel mais limité au cas F (x) = F .

Théorème 6.1 ([28]) Soit f 0 ∈ L1(Rn×R), F ∈ R constant et a ∈ C2,1
b (Rn×R). Alors

ρε =
∫

R
fε dξ, où fε est la solution du modèle BGK (6.99) avec la donnée de Cauchy
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fε(0) = f 0, vérifie que ρε → ρ dans L1([0, T ] × K), pour tout compact K de R
n, avec

ρ solution de (6.101) pour B définie par (6.102) avec ρ(0) = ρ0 =
∫

R
f 0 dξ. De plus, la

fonction de distribution fε → Mρ dans L1([0, T ] ×K × R)) pour tout compact K de R
n.

En particulier, nous obtenons les entropies de Kružkov

∀k ∈ R, ∂t|ρ− k| + divx

(
(B(x, ρ) − B(x, k)) sgn(ρ− k)

)

+(divxB)(x, k) sgn(ρ− k) ≤ 0. (6.103)

Le second autorise une dépendance en x de F (x) mais est seulement en dimension un.

Théorème 6.2 Soit f 0 ∈ L1(R × R), F ∈ C1
b (R), F ′ ∈ L1(R), et a ∈ C2,1

b (R × R).
Soit ρε =

∫
R
fε dξ, où fε est solution du modèle (6.99) avec une donnée initiale f 0. Nous

supposons de plus que

(∫

R

|fε(t, x, ξ)| dξ
)

ε>0

est bornée dans L∞([0,+∞[×R). (6.104)

Alors, à extraction d’une sous-suite près, ρε → ρ dans L∞(R+ ×R
n) faible *. La limite ρ

est une solution faible de (6.101) avec B donnée par (6.102).
Si on suppose que k 7→ B(x, k) est non-linéaire (au sens qu’il n’existe aucun intervalle
sur lequel la fonction est linéaire), ρε → ρ a lieu pour toute la suite dans L1([0, T ] ×K))
pour tout T > 0 et tout compact K ∈ R. De plus les inégalités d’entropie (6.103) sont
vérifiées.

6.2 Limite formelle et Maxwellienne modifiée

Présentons tout d’abord la limite formelle afin de voir en quoi le terme de force fort
modifie l’équilibre. Quand ε→ 0 dans (6.99), il s’avère que la limite f doit vérifier

F (x) ∂ξf = χρ − f. (6.105)

L’intégration de (6.99) par rapport à ξ donne

∂t

∫

R

f dξ + divx

∫

R

a(x, ξ)f dξ = 0. (6.106)

La question est alors de calculer le flux

∫

R

a(x, ξ)f dξ en fonction de ρ =

∫

R

f dξ. Pour

toute fonction b(x, ξ), en utilisant (6.105), nous obtenons

∫

R

b(x, v)F (x)∂ξf dξ =

∫

R

(χρ − f)b(x, ξ) dξ = B(x, ρ) −
∫

R

b(x, ξ) f dξ,

avec B(x, ξ) =

∫ ξ

0

b(x, v) dv. Alors

∫

R

(
b(x, ξ) − F (x)∂ξb(x, ξ)

)
f dξ = B(x, ρ).
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Il ne reste plus qu’à resoudre

b(x, ξ) − F (x) ∂ξb(x, ξ) = a(x, ξ). (6.107)

Si on impose à b de rester bornée, il vient

b(x, ξ) =





∫ +∞

ξ

a(x, v)

F (x)
e(ξ−v)/F (x) dv pour F (x) > 0,

a(x, ξ) pour F (x) = 0,

−
∫ ξ

−∞

a(x, v)

F (x)
e(ξ−v)/F (x) dv pour F (x) < 0.

Le changement de variables v → vF + ξ donne

b(x, ξ) =

∫ +∞

0

a(x, ξ + vF (x)) e−v dv. (6.108)

En reportant dans (6.107), on trouve B(x, ρ(t, x)) =

∫

R

f(t, x, ξ)a(x, ξ) dξ et finalement il

vient (6.101).

L’équation (6.105) montre que f ne converge pas vers χρ mais vers une Maxwellienne
modifiée. Cette Maxwellienne Mk(x, ξ) doit vérifier

F (x) ∂ξMk(x, ξ) +Mk(x, ξ) = χk(x, ξ), (6.109)

avec ∫

R

Mk(x, ξ) dξ = k. (6.110)

Il vient

Mk(x, ξ) =

∫ +∞

0

χk(ξ − F (x)v) e−v dv. (6.111)

Cette Maxwellienne vérifie des propriétés similaires à la Maxwellienne classique χ, à savoir
que pour tout k, k′ ∈ R,

sgn(Mk(x, ξ) −Mk′(x, ξ)) = sgn(k − k′), (6.112)∫

R

|Mk(x, ξ) −Mk′(x, ξ)| dξ = |k − k′|, (6.113)
∫

R

a(x, ξ)Mk(x, ξ) dξ =

∫

R

b(x, ξ)χk(ξ) dξ = B(x, k). (6.114)

Notons que la dépendance ou non de F par rapport à x va obliger des différences de
techniques de preuves. En effet, dans le cas où F est constant, la Maxwellienne modifiée
Mk(ξ) ne dépend pas de x et ainsi, mis à part le terme divx a, Mk est presque solution de
l’équation cinétique. Ceci permet d’utiliser les techniques classiques par inégalités d’en-
tropie approchées. Dans le cas plus général où F dépend de x, la Maxwellienne Mk(x, ξ) a
une dépendance inhabituelle en x, les estimations BV ne seront plus vérifiées et il faudra
utiliser des arguments de type compacité par compensation.
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6.3 Technique BV et compacité par compensation

La preuve du premier résultat suit le schéma suivant. Le premier ingrédient de la
preuve est d’obtenir les inégalités

∂t

∫

R

|fε −Mk| dξ + divx

∫

R

a(x, ξ)|fε −Mk| dξ

≤
∫

R

|∂tMk + divx(aMk)| dξ +
1

ε

∫

R

|χρ − χρk
| dξ − 1

ε

∫

R

|fε −Mk| dξ.

avec ρ =
∫

R
fε dξ et ρk =

∫
R
Mk dξ. Elles proviennent de régularisation de composition

de dérivation [79]. Le terme |∂tMk + divx(aMk)| se borne uniformément dans l’espace des
mesures bornées en supposant que k = k(t, x) ∈ BVloc(R × R

n). Nous obtenons alors,
pour ces fonctions k, la convergence

∫

R

|fε −Mk| dξ − |ρε − k| → 0, in L1([0, T ] ×K), K compact de R
n.

Par approximation BV de ρ, nous obtenons : s’il existe une sous-suite ρε → ρ dans
L1([0, T ] ×K) alors

|fε −Mρ| → 0, in L1([0, T ] ×K × R). (6.115)

La compacité de la suite (ρε) dans C0([0, T ];L1(K)) s’obtient par des arguments de type
BV , le Théorème d’Ascoli et le procédé diagonal de Cantor. Nous avons donc la conver-
gence de fε vers Mρ. Passons maintenant aux inégalités d’entropie. Il existe C ⊂ R au plus
dénombrable tel que si k ∈ R \ C, {ρ = k} est négligeable. Alors pour k ∈ C, le passage à
la limite en ε se justifie et donne

∂t

∫

R

|Mρ −Mk| dξ + divx

∫

R

a(x, ξ)|Mρ −Mk| dξ +

∫

R

(divx a)Mk sgn(ρ− k) dξ ≤ 0.

Utilisant les relations (6.112)- (6.114), ceci donne

∀k ∈ R \ C, ∂t|ρ− k| + divx

(
(B(x, ρ) − B(x, k)) sgn(ρ− k)

)

+(divxB)(x, k) sgn(ρ− k) ≤ 0. (6.116)

Par un argument de régularisation, on montre alors que si ρ ∈ C0(R+;L1(K)), pour tout
compact K ⊂ R

n, est solution faible de (6.101) avec les inégalités d’entropie (6.116) pour
p.p. k ∈ R, alors ρ satisfait (6.116) pour tout k ∈ R.

La solution obtenue est dans L1([0,+∞[×R) (pas nécessairement continue en temps
en 0) et satisfait les inégalités d’entropie, alors la question de savoir s’il s’agit de l’unique
solution au sens de Kružkov est importante. Ce problème a été résolu de façon positive
dans [65] pour la dimension un et dans [194] pour le cas multi-dimensionnel avec une
hypothèse de non-dégénérescence sur le flux.

En ce qui concerne la preuve du second résultat, on montre que pour tout k ∈ C1(R×
R
n)

∂t

∫

R

|fε −Mk| dξ + ∂x

∫

R

a(x, ξ)|fε −Mk| dξ ≤ Mk
ε , (6.117)
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où

Mk
ε = −

∫

R

∂x [a(x, ξ)Mk(x, ξ)] sgn(fε −Mk) dξ

est une suite bornée de mesures. Il est alors possible d’appliquer les arguments de com-
pacité par compensation de [153] et [188] comme dans [175]. L’inégalité (6.117) et la loi
de conservation (6.106) donne, pour une sous-suite,

< ρε

∫

R

a(x, ξ)|fε −Mk| dξ > − <

∫

R

a(x, ξ)fε dξ

∫

R

|fε −Mk| dξ >=

ρ <

∫

R

a(x, ξ)|fε −Mk| dξ > − <

∫

R

a(x, ξ)fε dξ ><

∫

R

|fε −Mk| dξ >

où < uε > est la limite L∞ faible * de la suite (uε) et avec ρ =< ρε >. De ceci, on obtient
< B(x, ρε) >= B(x, ρ) ce qui permet d’avoir que ρ est solution de (6.101). Pour obtenir
la convergence forte et les inégalités d’entropie, nous montrons que la mesure de Young
associé à la suite (ρε) est une mesure de Dirac. Pour cela, nous généralisons la technique
de [188] au cas des fonctions dépendant d’un paramètre x.

7 Lemmes de moyenne pour une équation de trans-

port complète

Pour terminer cette partie sur les limites hydrodynamiques, après le lemme de moyenne
adapté au modèle BGK (section 3.2), présentons maintenant un lemme de moyenne qui
améliore la régularité connue dans le cas d’une équation de transport avec un terme de
force. Commençons par un bref survol des lemmes de moyenne.

7.1 Rappel sur les lemmes de moyenne

La théorie de régularité via des lemmes de moyenne a été introduite dans [101] et s’est
développée, entre autres, dans [81], [94], [82], [34], [44], [174], [45], [144], [104]. Les lemmes
de moyenne sont un outil important pour obtenir la compacité d’équations cinétiques
(voir par exemple [81] pour une illustration). Plus généralement, ceci a été utilisé dans un
grand nombre de papiers ces dernières années. Parmi ces articles, un résultat important qui
utilise un lemme de moyenne est la limite hydrodynamique des équations de Boltzmann
ou BGK vers les équations d’Euler ou Navier-Stokes incompressibles ([103], [102]).

Pour faire bref, un lemme de moyenne est un résultat qui dit que les quantités ma-

croscopiques

∫
f(t, x, ξ)ψ(ξ) dξ ont une meilleur régularité par rapport à (t, x) que les

quantités microscopiques f(t, x, ξ) où f est solution d’une équation cinétique.
Par exemple, dans [82] et [34], le résultat suivant est prouvé.

Théorème 7.1 (DiPerna, Lions, Meyer [82] – Bézard [34]) Soit f , gj ∈ Lp(Rt ×
R
n
x × R

m
ξ ) avec 1 < p ≤ 2 tel que

∂tf + divx[a(ξ)f ] =
∑

|j|≤M

∂jξgj, (7.118)
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avec a ∈ WM,∞(Rm,Rn) pour M ∈ N. Soit ψ ∈ WM,∞(Rm) avec un support compact.
Soit A > 0 tel que le support de ψ est inclus dans [−A,A]m. Supposons l’hypothèse de
non-dégénérescence suivante sur a : il existe 0 < α ≤ 1 et C > 0 tels que pour tout
(u, σ) ∈ Sn et ε > 0,

mes ({ξ ∈ [−A,A]m ; u− ε < a(ξ) · σ < u+ ε}) ≤ Cεα.

Alors ρψ(t, x) =

∫

Rm

f(t, x, ξ)ψ(ξ) dξ appartient à W s,p(Rt × R
n
x) où s = α

(M+1)p′
, p′ étant

l’exposant conjugué de p.

La régularité de f elle-même est aussi un sujet d’étude, par exemple en supposant de
la régularité en ξ, voir [41], [121].

7.2 Résultats avec terme de force

Pour l’équation (7.118), la régularité obtenue est optimale, voir [141], [142] et [95].

Le théorème énoncé à la section précédente dit, dans le cas M = 1, que pour l’équation

∂tf + a(ξ) · ∇xf = g − F (t, x, ξ) · ∇ξg̃, (7.119)

la régularité obtenue est W s,p(Rt × R
n
x) avec s = α

2p′
. Si on considère l’équation

∂tf + a(ξ) · ∇xf + F (t, x, ξ) · ∇ξf = g, (7.120)

c’est-à-dire avec g̃ = f , il est classique de considérer le terme F (t, x, ξ) · ∇ξf comme
un morceau du second membre et la régularité obtenue est W s,p(Rt × R

n
x) avec s = α

2p′
.

Mais pour (7.120), la dérivation par rapport à ξ porte seulement sur f via l’équation
de transport et non sur un terme arbitraire g̃. Il n’y a donc pas de raison de perdre de
l’information car ce terme est une partie des caractéristiques et les termes du second
membre sont dans L2 (second membre avec M = 0 et non M = 1) et la bonne régularité
devrait donc être W s,p(Rt × R

n
x) avec s = α

p′
. Ceci explique la motivation des travaux

présentés ensuite. Les résultats obtenues généralisent ceux obtenues dans [96] et [99] pour
le cas transversal.

Théorème 7.2 ([27]) Soit a ∈ CN+3(Rm
ξ ,R

n
x), F ∈ CN+3(Rt × R

n
x × R

m
ξ ,R

m
ξ ), f, g ∈

L2(Rt × R
n
x × R

m
ξ ), vérifiant (7.120). Soit A > 0 et ψ ∈ CN+2

c (Rm
ξ ) tels que le support de

ψ est inclu dans [−A,A]m. Supposons qu’il existe 0 < α ≤ 1 et C > 0 tels que pour tout
(u, σ) ∈ Sn et ε > 0,

mes ({ξ ∈ [−A,A]m ; u− ε < a(ξ) · σ < u+ ε}) ≤ Cεα. (7.121)

Alors la moyenne

ρψ(t, x) =

∫

Rm

f(t, x, ξ)ψ(ξ) dξ

est dans H
α/2
loc (Rt × R

n
x).
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Notons que nous obtenons bien α/2 au lieu de α/4.
La preuve de ce résultat consiste en deux étapes : généraliser un lemme de moyenne

“classique” aux fonctions tests qui dépendent de (t, x), puis faire des changements de
coordonnées locales pour se ramener localement à un opérateur sans dérivée en ξ.

Quand le terme F est constant, nous obtenons une régularité globale pour des fonctions
tests moins régulières.

Théorème 7.3 ([27]) Soit a ∈ Cγ(Rm
ξ ,R

n
x), F (t, x, ξ) = F ∈ R

m, F 6= 0, f , g ∈
L2(Rt × R

n
x × R

m
ξ ) vérifiant (7.120) où nous supposons que la fonction a satisfait la

condition suivante, où γ est un entier positif,

∀(ξ, σ) ∈ R
m × Sn, σ = (σ0, σ1, · · · , σn), σ̃ = (σ1, · · · , σn),

|σ0 + a(ξ).σ̃| +

γ−1∑

k=1

∣∣(F · ∇ξ)
ka(ξ) · σ̃

∣∣ > 0. (γND)

Soit ψ ∈ C1
c (Rm

ξ ), alors la moyenne

ρψ(t, x) =

∫

Rm

f(t, x, ξ)ψ(ξ) dξ

est dans H1/γ(Rt × R
n
x).

Pour prouver ce résultat, utilisant la transformée de Fourier dans la direction ξ1 telle
que F · ∇ξ = |F |∂v1 , nous sommes ramené à estimer des intégrales oscillantes. Pour
cela, nous utilisons un résultat de phase stationnaire de [187] qui donne précisément
une majoration d’intégrales oscillantes par le terme dominant dans la méthode de phase
stationnaire.

Le résultat suivant compare la régularité obtenue dans les deux énoncés suivant l’hy-
pothèse sur a.

Théorème 7.4 ([27]) Pour n ≥ 2 et m = 1, le Théorème 7.3 donne une meilleure
régularité que le Théorème 7.2, le meilleur exposant γ = γopt comparé au meilleur α = αopt

vérifie
1

γopt
=

1

n+ 1
>
αopt

2
=

1

2n
. D’un autre côté, pour n = m, le Théorème 7.2 donne

une demi-dérivée avec l’exposant α = 1.

Utilisant les espaces de Hardy et les résultats de Bézard [34], nous en déduisons des
lemmes de moyenne dans Lp par interpolation, voir [27] pour les énoncés obtenus.
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Deuxième partie

Modélisations mathématiques

37



Dans cette seconde partie, nous nous intéressons à la modélisation de phénomènes phy-
siques à l’aide de systèmes de lois de conservations auquel nous rajoutons des contraintes
afin de rendre la physique du problème et à l’aide d’équations cinétiques. Commençons
par faire des rappels sur les résultats obtenus dans la thèse sous cet aspect puis voyons
comment appliquer ces idées au trafic routier.

8 Rappel succint de la thèse sur les modèles avec

contraintes

Dans diverses modélisations (modèles diphasiques, équations de Saint-Venant, pipe-
line, . . .), il est nécessaire d’imposer des contraintes sur certaines quantités du modèle,
par exemple le fait que l’une des quantités reste bornée. Dans le cadre de la dynamique
des gaz, la quantité représentant la densité (ou la fraction volumique) doit, dans cer-
taines circonstances, être bornée. Pour la dynamique des gaz sans pression, des masses de
Dirac peuvent apparâıtre même pour des données initiales régulières ([39], [52] et [46]).
Donc une contrainte de type ρ ≤ 1 devient impossible à prendre en compte telle quelle.
Voir aussi [84] et [110] pour le système sans contrainte. Nous proposons et étudions deux
formulations dans [17] et [24].

8.1 Modèle avec contrainte sur la densité

Dans la première formulation plutôt axée sur un modèle de pipeline ou selon l’évolution
d’une des deux quantités d’un modèle diphasique, le modèle s’écrit

{
∂tρ + ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + π) = 0,
(8.122)

avec les contraintes
0 ≤ ρ ≤ 1, π ≥ 0, (8.123)

et la relation d’exclusion
(1 − ρ)π = 0. (8.124)

Cette relation demande que dans les régions où ρ < 1, le terme de type pression π soit
nul. Pour plus de détails sur ce modèle, voir [43].

Notre étude repose sur l’existence de solutions particulières appelées bouchons collants
de la forme

ρ(t, x) =
n∑

i=1

1Iai(t)<x<bi(t), ρ(t, x)u(t, x) =
n∑

i=1

ui(t)1Iai(t)<x<bi(t), (8.125)

et qui sont une extension de la notion de particules collantes utilisées pour la dynamique
des gaz sans pression [52]. Il est à remarquer que les solutions bouchons collants qui ne
prennent comme valeurs que 0 et 1 suffisent à obtenir toutes les données initiales dans L1

telle que 0 ≤ ρ ≤ 1. On montre, en effet, en particulier, que toute fonction de L1 à valeurs
entre 0 et 1 p.p. est limite au sens des distributions de fonctions du type

∑n
i=1 1Iai(t)<x<bi(t).

On prouve également un résultat de stabilité sur les solutions faibles, ce qui permet de
plus d’obtenir l’existence de solutions pour toute données initiales ρ0 ∈ L1 et u ∈ L∞. Ce
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résultat est technique et utilise des espaces du type L∞(Rx,M([0, T ])) et BVt(D′
x) afin

d’obtenir l’existence du produit ρπ et sa stabilité faible. En effet, la contrainte ρπ = π
soulève le problème du produit d’une fonction de Ct([0,∞[;L∞

w∗(R)) par une mesure. On
fournit pour cela une réécriture de ρπ qui soit compatible avec la régularité des solutions.
Cette réécriture est basée sur la décomposition de la compacité par compensation

ρπ = (ρ)(ρu2 + π) − (ρu)(ρu).

Privilégiant la variable ρ, on définit M par ∂xM = ρ, ∂tM = −ρu, et alors le produit
s’écrit

ρπ = ∂t(ρuM) + ∂x((ρu
2 + π)M).

Privilégiant la variable ρu, on définit Q par ∂xQ = ρu, ∂tQ = −(ρu2 + π), et cette fois,
on a

ρπ = −∂t(ρQ) − ∂x(ρuQ).

La contrainte ρπ = π peut alors se réécrire

∂t(ρuM) + ∂x((ρu
2 + π)M) = −∂t(ρQ) − ∂x(ρuQ) = π. (8.126)

Nous obtenons finalement le résultat suivant.

Théorème 8.1 ([17]) Si ρ0 ∈ L1(R) et u0 ∈ L∞(R), 0 ≤ ρ0 ≤ 1, alors il existe
(ρ, u, π) avec les régularités ρ ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R) ∩ L1

x(R)) ∩ Ct([0,∞[;L∞
w∗(R)), u ∈

L∞
t (0,∞;L∞

x (R)), π ∈ Mloc([0,∞[×R) ∩ L∞(Rx,M([0, T ])) solution de (8.122) avec les
constraintes (8.123) et (8.126). De plus, la solution vérifie

∂xu(t, x) ≤ 1
t
, (8.127)

essinf u0(x) ≤ u(t, x) ≤ esssup u0(x), (8.128)

TV[a,b](u(t, .)) ≤ 2(b−a)
t

+ 2‖u0‖L∞ ∀a < b, (8.129)

∂t(ρS(u)) + ∂x(ρuS(u) + πS) ≤ 0 dans ]0,∞[×R (8.130)

pour tout S ∈ C1(R) convexe et Lipschitzienne, où πS ∈ L∞(Rx,M([0, T ])) et |πS| ≤
Lip(S)π.

8.2 Modèle de contrainte avec perte de masse

Le second modèle [24] est basé, lui, sur l’idée que la contrainte correspond au fait de
retirer la masse qui dépasse du niveau un, tout comme l’eau déborde d’une rivière ou d’un
récipient. Il s’écrit {

∂tρ + ∂x(ρu) = Q,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + p(ρ)) = Qu,
(8.131)

avec les contraintes
0 ≤ ρ ≤ 1, Q ≤ 0, (8.132)

et la relation d’exclusion
(1 − ρ)Q = 0. (8.133)

Le terme Q représente la perte de masse.
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Pour ce modèle, deux produits posent cette fois problème : il s’agit des produits Qu
et Qρ, car Q peut contenir des masses de Dirac et u et ρ peuvent être discontinues. On
fournit donc une formulation faible, que nous appelons produit faible entropique. Elle
consiste à introduire une inconnue supplémentaire v ∈ L∞(Q) et à considérer le système
suivant {

∂tρ+ ∂x(ρu) = Q,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + p(ρ)) = Qv,
(8.134)

avec
0 ≤ ρ ≤ 1, Q ≤ 0. (8.135)

On prend v ∈ L∞(Q), de façon à ce que le produit Qv soit bien défini. On doit donner
un sens faible à Qv = Qu et Qρ = Q. Pour cela, on demande que la famille d’inégalités
suivantes soient satisfaites

∂t ηS(ρ, u) + ∂xGS(ρ, u) ≤ Qη′S(1, v) · (1, v), (8.136)

pour toute entropie convexe ηS d’une famille paramétrée par des fonctions convexes S, où
GS est le flux d’entropie associé, et la dérivation dans η′S étant prise par rapport à (ρ, ρu).
On vérifie que (8.134)-(8.136) est bien une formulation faible de (8.131)-(8.133). Pour
p(ρ) = κργ avec γ > 1 et pour des solutions régulières, on montre qu’une seule inégalité
(8.136) avec S(v) = v2/2 est suffisante pour garantir Qu = Qv et Qρ = Q. Pour le modèle
avec p(ρ) = 0, nous proposons une dynamique pour les bouchons collants associée à ce
problème ce qui permet d’obtenir stabilité et existence des solutions. Pour le modèle avec
p(ρ) = κργ pour 1 < γ ≤ 3, les solutions s’obtiennent à partir du modèle BGK étudié à
la section 2.1 et sur lequel nous rajoutons la contrainte au niveau cinétique. Le résultat
est le suivant.

Théorème 8.2 ([24]) Soit ρ0 ∈ L1(R) tel que 0 ≤ ρ0 ≤ 1 et u0 ∈ L∞(R). Alors
il existe des solutions (ρ, u,Q, v) avec les régularités ρ ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R) ∩ L1

x(R)),
u ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R)), Q ∈ M([0,∞[×R), v ∈ L∞(Q), satisfaisant (8.134) avec les

contraintes (8.135) et (8.136).

Pour d’autres problèmes hyperboliques avec contraintes, on se reportera à [13], [92],
[137] et [138]. Pour une approche plus générale de ces problèmes, on consultera [72]. Voir
aussi la section 11.1 pour des extensions de ces modèles et une étude numérique. Passons
maintenant aux travaux effectués depuis la thèse dans ce domaine, à savoir l’application
de ces techniques à la modélisation du trafic routier.

9 Modélisation en trafic routier

9.1 Bref historique de quelques modélisations en trafic routier

Durant les cinquante dernières années, une grande variété de modèles de trafic routier
ont été proposés. Il est possible de les classer suivant trois approches. Tout d’abord, les
modèles microscopiques où on suit l’évolution de chaque véhicule en fonction de celui qui
le précède (voir [93], [8]), ensuite les modèles cinétiques qui étudient la distribution des
vitesses des véhicules (voir [179], [165], [158], [129], [154], [180], [130]) et finalement les
modèles fluides qui s’intéressent à l’évolution de densité, vitesse, . . ., des véhicules. Nous
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nous intéresserons à la dernière approche. Le premier modèle de ce type est du à Lighthill
et Whitham [139] et Richards [181]. Il s’agit d’une unique équation, celle de l’évolution
de la densité

∂tρ + ∂x(ρV (ρ)) = 0,

où V est décroissante et s’annule pour une valeur de saturation. De nombreuses modifica-
tions et extensions ont ensuite été proposées, en particulier des modèles du second ordre
où une seconde équation qui décrit l’évolution de la vitesse est considérée. Il s’agit souvent
de modèles proches de le dynamique des gaz isentropiques ([166], [167], [129] et [116]), à
savoir d’une forme proche de

{
∂tρ + ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + p(ρ)) = α(V (ρ) − u)ρ.
(9.137)

Mais, les modèles trop proches de la dynamique des fluides présentent des propriétés
absurdes pour une simulation de trafic routier, comme Daganzo l’a montré dans [69]. Ainsi
pour α = 0 dans le modèle ci-dessus, les problèmes de Riemann peuvent faire apparâıtre
des états intermédiaires avec des vitesses négatives et les vitesses caractéristiques étant
u ±

√
p′(ρ), une partie de l’information va plus vitesse que la vitesse des voitures. Aussi

Aw, Rascle [7] et Zhang [198] ont proposés de nouveaux modèles pour éviter ce problème.
Ces modèles dérivent en fait de modèles microscopiques de type Follow-the-Leader comme
prouvé dans [6]. Voir aussi les travaux de [109], [66] sur ce genre de problèmes.

9.2 Modèles avec contrainte en trafic routier

Partons du modèle de Aw et Rascle qui évite les problèmes soulevés par Daganzo et
qui s’écrit {

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρw) + ∂x(ρwu) = 0,

(9.138)

où w = u + p(ρ). Les valeurs propres de ce système de lois de conservation sont λ1 =
u− ρp′(ρ) ≤ λ2 = u. Pour ρ 6= 0, λ1 6= λ2 et le système est strictement hyperbolique. La
première valeur propre λ1 est vraiment non-linéaire avec des ondes de chocs (freinages)
et des ondes de raréfactions (accélérations). La seconde valeur propre λ2 est linéairement
dégénérée avec des discontinuités de contact (saut dans les densités de voitures à la vitesse
du trafic). Ce système vérifie un principe du maximum sur u et w mais pas sur la densité
ρ ce qui pose problème et il est nécessaire de modifier le modèle afin qu’il s’approche
davantage de la réalité.

Nous proposons tout d’abord un modèle Aw-Rascle modifié en changeant le terme p,
sorte de terme de pression représentant la différence entre la vitesse souhaitée et la vitesse
actuelle, selon

p(ρ) =

(
1

ρ
− 1

ρ∗(u)

)−γ

avec ρ ≤ ρ∗(u) . (9.139)

Ce terme tend vers l’infini quand ρ→ ρ∗(u) qui représentera la densité maximale.
Deux approches sont possibles, considérer que ρ∗(u) = ρ∗ est constante ou que ρ∗(u)

dépend vraiment de la vitesse (puisque la distance que va laisser un conducteur avec la
voiture qui le précède va dépendre de la vitesse à laquelle est le trafic). Le premier modèle
présente l’avantage d’être plus simple à mettre en oeuvre, le second est plus proche de la
réalité.

Des hypothèses sont nécessaires dans le second cas sur la fonction ρ∗, à savoir
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(A-1) ρ∗(u) est de classe C2,
(A-2) ρ∗(u) est strictement décroissante,
(A-3) ρ∗(u) est concave.

Le rôle du terme p ne doit vraiment intervenir que dans les cas où le trafic est conges-
tionné, c’est-à-dire pour ρ proche de ρ∗(u). Pour cela, procédons à la renormalisation qui
consiste à changer p en εp. Ceci s’écrit

{
∂tρ

ε + ∂x(ρ
εuε) = 0,

∂t(ρ
εuε + ερεp(ρε)) + ∂x(ρ

ε(uε)2 + ερεuεp(ρε)) = 0
(9.140)

La limite formelle quand ε → 0 de ce modèle conduit aux modèles de dynamique des
gaz sans pression avec contraintes suivant





∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu+ ρp̄) + ∂x(ρu

2 + ρup̄) = 0,
0 ≤ ρ ≤ ρ∗(u) , p̄ ≥ 0 , (ρ∗(u) − ρ)p̄ = 0.

(9.141)

Une différence importe pour le modèle entre le cas ρ∗(u) = ρ∗ constante et celui de
ρ∗(u) variable porte sur les vitesses de propagation. Dans le premier cas, les vitesses
caractéristiques sont

λε1 = uε − ερεp′(ρε) , λε2 = uε . (9.142)

et il vient λε1 tend vers −∞ quand ε → 0 dans une zone où ρ = ρ∗. L’information se
propage donc instantanément vers l’arrière d’une zone de bouchon. Dans le second cas, il
vient

λε1 = uε − ερε∂ρp

1 + ε∂up
→
ε→0

u+
ρ∗(u)

(ρ∗)′(u)
, (9.143)

et l’information se propage vers l’arrière à vitesse finie.
Dans [25], nous étudions, pour le cas ρ∗(u) = ρ∗, les problèmes de Riemann, la dy-

namique des zones de bouchon, un théorème d’existence et proposons des simulations
numériques. Dans [26], nous étudions, pour le cas ρ∗(u), le lien entre les différents modèles,
les problèmes de Riemann et un théorème d’existence.

9.3 Solutions particulières et théorèmes d’existence

Détaillons la technique de preuve des résultats d’existence à travers l’étude des zones
de bouchon pour chacun des modèles.

On considère les bouchons collants sous la forme

ρ(t, x) =
N∑
i=1

ρ∗i (t)1Iai(t)<x<bi(t),

ρ(t, x)u(t, x) =
N∑
i=1

ρ∗i (t)ui(t)1Iai(t)<x<bi(t),

ρ(t, x)p̄(t, x) =
N∑
i=1

ρ∗i (t)p̄i(t)1Iai(t)<x<bi(t),

avec ρ∗i (t) = ρ∗ ou ρ∗i (t) = ρ∗(ui(t)) (selon le modèle étudié) tant que aN(t) < bN (t) <
aN−1(t) < bN−1(t) < . . . < b1(t). Si un bloc rattrape celui qui le précède, la dynamique
est la suivante. Dans le cas où ρ∗(u) = ρ∗, la dynamique est
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a∗a∗ − α x∗ b∗ b∗ + α

ui, p̃i

t∗

t0

t1

t

x

Ωα

et dans le cas où ρ∗(u) est non constant, la dynamique est

ai+1(t) bi+1(t) ai(t) bi(t)
x

t

t∗

t∗∗

t0

t1 Ωσ(t)

ui+1, p̄i+1

ui+1, p̄i+1

ui, p̄i

ui, p̄i

ui, p̄i

ui

ui

p̃i+1

p̃i+1

Ω2Ω1

Ω3

avec

σ′(t) =
ρ∗iui − ρ∗i+1ui+1

ρ∗i − ρ∗i+1

.

Ceci définit des solutions qui vérifient de plus un principe du maximum

essinf
y

u0(y) ≤ u(x, t) ≤ esssup
y

u0(y), (9.144)

un contrôle des variations totale de u et p selon

TVK(ū(., t)) ≤ TVK̃(u0), TVK(p̄(., t)) ≤ 2TVK̃(u0) + TVK̃(p0), (9.145)

pour tout compact K = [a, b], avec K̃ = [a− t esssup|u0|, b+ t esssup|u0|], la borne

0 ≤ p̄(x, t) ≤ esssup
y

u0(y) + esssup
y

p0(y). (9.146)

et, dans le cas ρ∗ constante, les entropies

∂t(ρS(u) + ρp̄S) + ∂x(ρuS(u) + ρup̄S) = 0, (9.147)
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avec ρp̄S(x, t) = H(t− t∗) ρ∗ (S(ul) − S(ur)) 1I[a∗,x∗](x− ur(t− t∗)),.
Dans le premier cas, nous utilisons le lemme d’approximation des données initiales par

des bouchons collants démontré dans la thèse et dans le second cas, nous améliorons le
résultat en question sous la forme suivante

Lemme 9.1 ([26]) Soit ρ0 ∈ L1(R), u0 ∈ L∞(R) ∩ BV (R) telles que 0 ≤ ρ0 ≤ ρ∗(u0),
alors il existe une suite de données initiales sous la forme de bouchons collants (ρ0

k, u
0
k, 0)k≥0

telle que

∫

R

ρ0
k(x)dx ≤

∫

R

ρ0(x)dx, essinf u0 ≤ u0
k ≤ esssup u0 et TV (u0

k) ≤ TV (u0) pour

lesquels les convergences ρ0
k ⇀
k→∞

ρ0 et ρ0
ku

0
k ⇀
k→∞

ρ0u0 ont lieu au sens des distributions.

L’idée de la preuve est : 1) approximer toute donnée initiale par des données initiales
de type bouchons collants, 2) ces données initiales possèdent des solutions, 3) montrer un
résultat de stabilité des solutions afin de conclure à l‘existence pour toute donnée initiale.
Pour le premier modèle, on dispose de la stabilité suivante.

Proposition 9.2 ([25]) Supposons que ρ∗(u) = ρ∗. Soit une suite de solutions (ρk, uk, p̄k)
avec les régularités ρk ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R)∩L1

x(R)), uk, p̄k ∈ L∞
t (0,∞;L∞

x (R)) satisfaisant
(9.141). Les données initiales ρ0

k, u
0
k sont supposées vérifier

0 ≤ ρ0
k ≤ ρ∗, (ρ0

k)k≥0 est bornée dans L1(R), (9.148)

(u0
k)k≥0 est bornée dans L∞(R) ∩ BV (R). (9.149)

Nous supposons également (9.144)-(9.146). Alors, pour une sous-suite, (ρk, uk, p̄k) ⇀
(ρ, u, p̄) au sens

ρk ⇀ ρ, uk ⇀ u, p̄k ⇀ p̄ dans L∞
w∗(]0,∞[×R), (9.150)

où (ρ, u, p), avec les régularités ρ ∈ L∞
t (0,∞;L∞

x (R) ∩ L1
x(R)), u, p̄ ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R)),

est solution de (9.141) de données initiales (ρ0, u0, 0) telles que

ρ0
k ⇀ ρ0 dans L∞

w∗(R), et ρ0
ku

0
k ⇀ ρ0u0 dans L∞

w∗(R). (9.151)

La solution obtenue vérifie aussi (8.127), (9.144) et (9.146).

Un résultat similaire est vrai dans le cas ρ∗(u). Finalement, ceci permet de montrer, pour
le cas ρ∗ constant

Théorème 9.3 ([25]) Supposons que ρ∗(u) = ρ∗. Soit ρ0 ∈ L1(R) avec 0 ≤ ρ0 ≤ ρ∗ et
u0 ∈ L∞(R)∩BV (R). Alors il existe (ρ, u, p̄) de régularités ρ ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R)∩L1

x(R)),
u, p̄ ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R)) satisfaisant (9.141) avec donnée initiale (ρ0, u0, 0). De plus la

solution vérifie

∂xu(x, t) ≤ 1
t
, (9.152)

essinfy u
0(y) ≤ u(x, t) ≤ esssupy u

0(y), (9.153)

0 ≤ p̄(x, t) ≤ esssupy u
0(y), (9.154)

∂t(ρS(u) + ρp̄S) + ∂x(ρuS(u) + ρup̄S) = 0 dans ]0,∞[×R, (9.155)

pour tout S ∈ C1(R), où p̄S ∈ L∞([0,∞[×R) est tel que

|p̄S| ≤ ‖S ′‖L∞(K̃)|p̄|, (9.156)

avec K̃ = [essinfy u
0, esssupy u

0].
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Et dans le cas ρ∗ = ρ∗(u),

Théorème 9.4 ([26]) Supposons que ρ∗(u) satisfait (A-1)-(A-3). Soit (ρ0, u0, 0) des données
initiales telles que ρ0 ∈ L1(R)∩L∞(R), u0 ∈ L∞(R)∩BV (R), avec 0 ≤ ρ0 ≤ ρ∗(u0). Alors
il existe (ρ, u, p̄) de régularités ρ ∈ L∞

t (]0,∞[ , L∞
x (R)∩L1

x(R)), u, p̄ ∈ L∞
t (]0,∞[ , L∞

x (R))
solution du système (9.141) avec les données initiales (ρ0, u0, 0). De plus, la solution vérifie

essinf
y

u0(y) ≤ u(x, t) ≤ esssup
y

u0(y), 0 ≤ p̄(x, t) ≤ esssup
y

u0(y).

10 Modélisation cinétique non-collisionnelle

Dans cette section, nous étudions brièvement une approche de l’équation de Vlasov
par une représentation water-bag de la fonction de distribution f(t, r,v). Introduit initia-
lement par DePackh [71], Hohl, Feix et Bertrand [88, 31, 32], le modèle water-bag permet
d’établir un lien entre les descriptions fluides et cinétiques pour un plasma sans collision.
L’intérêt est de garder un aspect cinétique au problème tout en ayant la même complexité
qu’un modèle fluide. Ceci présente ainsi des avantages pour les applications numériques.
Ces modèles ont été redéfinis pour écrire une formulation cinétique des lois de conserva-
tion scalaires. Les modèles water-bag consistent à considérer les distributions particulières
suivantes

f(t, z, ξ) =
N∑

j=1

Aj · 1Iξ−j (t,z)≤ξ≤ξ+j (t,z). (10.157)

Cette fonction est solution de l’équation de Vlasov si et seulement si

∂tξ
±
j + ξ±j ∂zξ

±
j + ∂zφ = 0, j = 1 . . . N (10.158)

où φ est le potentiel électrique E = −∂zφ. Introduisons nj la densité du j-ème bag, uj sa
vitesse et pj sa pression selon

nj = Aj(ξ
+
j − ξ−j ), uj = (ξ+

j + ξ−j )/2, pjn
−3
j = 1/(12A2

j).

Il vient alors les équations des gaz isentropiques pour γ = 3,
{
∂tnj + ∂z(njuj) = 0,
∂t(njuj) + ∂z

(
nju

2
j + pj

)
+ ∂zφ = 0.

(10.159)

avec le couplage de l’équation de Poisson

−∂2
zφ =

N∑

j=1

Aj(ξ
+
j − ξ−j ) − 1 (10.160)

ou avec le couplage quasi-neutre de la forme

φ =
N∑

j=1

Aj(ξ
+
j − ξ−j ) − 1. (10.161)

Des résultats d’existence locale pour (10.158) couplée avec (10.160) ou (10.161) sont
présentés dans [33].
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En fait une fonction de distribution du type (10.157) peut résoudre des équations
cinétiques plus générales. Prenons

f(t, z, ξ) =
N−1∑

i=0

ci1Iξi(t,z)<ξ<ξi+1(t,z)(ξ). (10.162)

Alors (10.162) est solution de

∂tf + ξ∂zf − ∂zq(ρ) ∂ξf = 0, (10.163)

où

ρ(t, z) =

∫

R

f(t, z, ξ) dξ, (10.164)

si et seulement si

∂tξi + ∂z

(
ξ2
i

2
+ q(ρ)

)
= 0, pour i = 0, · · · , N. (10.165)

En particulier, on retrouve le cas quasi-neutre avec q(ρ) = ρ. L’existence locale de solutions
fortes pour (10.165) est reliée à son hyperbolicité. Supposons qu’à (t, z) fixé, l’application
ξ → f(t, z, ξ) change une fois de monotonie (c’est-à-dire qu’il existe n0 tel que ci+1 >
ci pour i = 0, · · · , n0 − 1 et ci+1 < ci pour i = n0, · · · , N − 2), alors le système est
hyperbolique. Donnons finalement une estimation du temps d’existence en fonction du
nombre de bags. Dans le cas q(ρ) = ρ avec 0 < cN0 < cN1 < · · · < cNN , et dans l’hypothèse
où

0 ≤ max

(
cN0 , max

i=1,··· ,N
(cNi − cNi−1)

)
≤ K min

(
cN0 , min

i=1,··· ,N
(cNi − cNi−1)

)
. (10.166)

Il vient alors le temps d’existence TN tel que

TN ≥ K√
(N + 1)EN(0)

,

où EN(t) = 1
N+1

∑N
i=0 ‖ξNi (t)‖2

H2 .
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Troisième partie

Etudes numériques
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Les études cinétiques pour construire des modèles numériques pour des systèmes de
lois de conservation hyperboliques sont utilisés depuis longtemps maintenant. En effet
ceci permet de construire des schémas entropiques et robustes. Voir Kaniel [126], Giga et
Myakawa [97], la méthode de transport-écroulement de Brenier [47],.... Ces méthodes ont
été grandement développées par le groupe de Perthame (voir le livre [171]).

Citons quelques jalons des travaux sur les schémas numériques pour le système d’Euler
[115], [151], [169], [170], [128], [195], et pour les solutions entropiques [85], [173], [149].

En particulier la branche des schémas de Flux-splitting (scalaire ou vectoriel) sont
naturels dans une vision cinétique du problème car ils permettent au niveau cinétique de
séparer efficacement l’information qui va vers la maille précédente et celle qui va vers la
maille suivante selon le signe de la vitesse cinétique. De plus, ces méthodes sont efficaces
et faciles à implémenter. Voir [42], [62] et [98] pour plus de détails. Citons également les
travaux de [112] et [150].

Pour plus de détails sur les approches numériques des modèles BGK, on consultera
[122], [156], [1], [42] et [98]. En particulier [42] montre les liens existant entre méthode
numérique par splitting du premier ordre et modèles BGK cinétiques compatibles avec
des familles d’entropie.

Nous présentons deux études numériques dans cette section. La première est liée aux
modèles avec contraintes de la partie 2 et la seconde est liée à la relaxation avec une seule
entropie compatible de la partie 1.

11 Flux-splitting pour modèles avec contraintes

Commençons par généraliser la formulation des modèles avec contraintes de type perte
de masse de la section 8.2.

11.1 Modèles hyperboliques généraux avec contraintes

Pour un système général de la forme

∂tU + ∂xF (U) = Q
U

U1
, (11.167)

avec U = (U1, · · · , Uk) ∈ R
k, F : R

k → R
k,
U

U1

=

(
1,
U2

U1

, · · · , Uk
U1

)
, et avec les contraintes

0 ≤ U1 ≤ 1, Q ≤ 0, (11.168)

et la relation d’exclusion
(1 − U1)Q = 0, (11.169)

la formulation mathématiques du problème s’écrit alors : soit V = (1, V2, · · · , Vk) ∈ R
k

avec V ∈ L∞(Q) et
∂tU + ∂xF (U) = QV, (11.170)

avec
0 ≤ U1 ≤ 1, Q ≤ 0. (11.171)

Afin d’avoir

QU1 = Q, et QV = Q
U

U1
, (11.172)
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dans un sens faible, nous demandons à la solution de (11.170) -(11.171) de vérifier les
inégalités d’entropie

∂tη(U) + ∂xG(U) ≤ Qη′(1, V2, · · · , Vk) · (1, V2, · · · , Vk), (11.173)

pour une famille assez grande d’entropies-flux d’entropies (η,G) pour le système ∂tU +
∂xF (U) = 0.

Nous avons déjà étudié un modèle avec contrainte de ce type à la section 8.2. Etudions
un autre cas, celui de l’écoulement d’une rivière modélisé par le système d’Euler. La densité
ρ, la vitesse u et l’énergie e du fluide vérifie alors





∂tρ+ ∂x(ρu) = Q,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + p) = Qu,
∂t(ρe) + ∂x((ρe+ p)u) = Qe,

(11.174)

avec ρe = ρ
u2

2
+

1

γ − 1
p, où γ > 1 (système un peu plus général que (1.2) qui correspond

au choix de γ = 3 pour n = 1 et avec la notation p = ρT ), et les contraintes et la perte
de masse vérifie

0 ≤ ρ ≤ 1, p ≥ 0, Q ≤ 0, (11.175)

et la relation d’exclusion

(1 − ρ)Q = 0. (11.176)

Rappelons que les entropies pour ce système sont

ηS(ρ, q, E) = ρS

(
p1/γ

ρ

)
. (11.177)

La formulation faible qui permet d’écrire les produits Qρ, Qu et Qe est alors





∂tρ+ ∂x(ρu) = Q,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + p) = Qũ,
∂t(ρe) + ∂x((ρe+ p)u) = Qẽ,

(11.178)

avec

0 ≤ ρ ≤ 1, p ≥ 0, Q ≤ 0, (11.179)

pour ũ, ẽ ∈ L∞(Q). Les produits entropiques faibles donnent ici

∂tηS(ρ, u, e) + ∂xGS(ρ, u, e) ≤ Q

[
S(p̃1/γ) + S ′(p̃1/γ)(

1 − γ

γ
p̃1/γ)

]
. (11.180)

Nous montrons, voir [18], qu’il suffit d’une entropie, celle associée ici à S(v) = − ln v pour
avoir les produits entropiques faibles.

C’est une question ouverte de savoir combien d’entropies sont nécessaires pour un
système de lois de conservation en général.
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11.2 Schéma de Flux-splitting avec contraintes

Nous proposons maintenant un traitement numérique de ces systèmes hyperboliques
avec contraintes de la forme (11.167). En particulier, nous souhaitons que les schémas
obtenus prennent en compte les contraintes imposées mais également qu’elles permettent
d’obtenir les inégalités d’entropie.

Notons ∆t le pas de temps, une grille uniforme de pas en espace ∆x, λ = ∆t/∆x et
xj = j∆x, tn = n∆t.
Les schémas proposés sont basés sur une méthode de splitting. A chaque pas de temps,
on commence par résoudre le système conservatif

∂tU + ∂xF (U) = 0, (11.181)

puis on projette sur les contraintes

∂tU = QV, 1 ≤ U1 ≤ 1, Q ≤ 0, (1 − U1)Q = 0.

Pour la première étape, nous utiliserons un schéma de Flux-splitting, comme proposé dans
[62], à savoir

U
n+1/2
j − Un

j + λ(F n
j+1/2 − F n

j−1/2) = 0, (11.182)

avec le flux

F n
j+1/2 = F+(Un

j ) + F−(Un
j+1), (11.183)

et F+(U) + F−(U) = F (U).
Pour la seconde étape, nous remplaçons U1 par min(U1, 1), Vi = Ui/U1 étant inchangé
pour i = 2, · · · , k, c’est-à-dire





(U1)n+1
j = min((U1)

n+1/2
j , 1),

(Vi)
n+1
j =

(Ui)
n+1
j

(U1)n+1
j

=
(Ui)

n+1/2
j

(U1)
n+1/2
j

= (Vi)
n+1/2
j , pour i = 2, · · · , k. (11.184)

Ces schémas vérifient en particulier

Proposition 11.1 ([18]) Etant donné un schéma de Flux-splitting entropique de la forme
(11.182) associé à (11.181), le schéma de splitting constitué de (11.182)-(11.184) fournit
un schéma pour (11.170) entropique au sens de (11.173).

11.3 Convergence du schéma pour les gaz isentropiques

Prouvons la convergence du schéma dans le cas de la dynamique des gaz isentropiques.
Notons U = (ρ, ρu) et F (U) = (ρu, ρu2 + κργ). Pour la première étape du schéma, nous
utilisons la décomposition du flux suivante :

F+(U) =

∫

ξ≥0

ξ
(

1, (1 − θ)u+ θξ
)

(aγρ
γ−1 − (ξ − u)2)

1−θ
2θ

+ dξ, (11.185)

F−(U) =

∫

ξ≤0

ξ
(

1, (1 − θ)u+ θξ
)

(aγρ
γ−1 − (ξ − u)2)

1−θ
2θ

+ dξ, (11.186)
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avec aγ = 2
√
γκ/(γ − 1), γ ∈]1, 3[. Il s’agit de la décomposition du flux en utilisant la

Maxwellienne des résultats théoriques obtenus dans la section 2.1 et qui donne le modèle
BGK compatible avec toutes les entropies.

La seconde étape du schéma s’écrit ici
{
ρn+1
j = min(ρ

n+1/2
j , 1),

un+1
j = u

n+1/2
j ,

(11.187)

et on pose

Qn
j =

ρn+1
j − ρ

n+1/2
j

∆t
≤ 0. (11.188)

Pour les lois de conservations scalaires, la convergence des schémas s’obtient par des
techniques TVD et de la stabilité L∞. Pour les systèmes, en général, il n’y a pas d’es-
timation BV et on utilise plutôt des techniques de type compacité par compensation.
La stabilité L∞ provient, elle, de domaines invariants. Voir [98] pour le cas scalaire, [62],
[63] pour la convergence du système d’Euler et [133] pour la convergence dans le cas des
systèmes réguliers.

Un des outils de notre preuve est l’existence de solutions globales aux problèmes de
Riemann pour le système

∂tw + ∂xF
±(w) = 0, (11.189)

avec des états à gauche et à droite arbitraires. Ce résultat est prouvé par Chen et LeFloch
dans [62].

On définit alors des solutions approchées U∆ de la façon suivante. Soit

U∆(0, x) =
1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

U0(y) dy, pour x ∈]xj−1/2, xj+1/2[,

et supposant que U∆(t, x) est défini pour t ≤ tn, avec n ∈ N, notons Ũ±
∆ la solution (sur

]xj , xj+1[) du problème de Riemann (11.189) avec les données
{
Un
j pour x < xj+1/2,

Un
j+1 pour x > xj+1/2,

(11.190)

où Un
j est la moyenne de U∆(tn − 0, x) sur ]xj−1/2, xj+1/2[. Posons

Ũ∆ =
1

2
(Ũ+

∆ + Ũ−
∆),

sur {xj < x < xj+1, tn < t < tn+1}. Avec cette construction, le schéma de Flux-splitting

cöıncide avec les moyennes de ces fonctions selon U
n+1/2
j =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

Ũ∆(tn+1−0, x) dx.

Finalement afin de prendre en compte l’étape de projection du schéma, posons U∆ =
Ũ∆

ρ
n+1/2
j

sur {xj−1/2 < x < xj+1/2, tn < t < tn+1} si ρ
n+1/2
j > 1 et sinon on garde U∆ = Ũ∆

sur cet ensemble. Notons finalement que

Un+1
j =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

U∆(tn+1 − 0, x) dx. (11.191)

Le résultat de convergence que nous obtenons s’énonce de la façon suivante.

51



Théorème 11.2 ([18]) Soit ρ0 ∈ L1(R), 0 ≤ ρ0 ≤ 1, u0 ∈ L∞(R). Alors il existe U =
(ρ, ρu), Q et v avec régularitées ρ ∈ L∞

t (0,∞;L∞
x (R) ∩ L1

x(R)), u ∈ L∞
t (0,∞;L∞

x (R)),
Q ∈ M([0,∞[×R), v ∈ L∞(Q) et telles que, pour une sous-suite, U∆ → U p.p. et dans
L1
loc(]0,+∞[×R) quand ∆ → 0, où (U,Q, v) est une solution entropique de (8.134) avec

les contraintes (8.135) et (8.136).

Pour prouver ce résultat, nous montrons que

∂tη(U∆) + ∂xG(U∆) = −Rη
∆ +Qη

∆, (11.192)

avec

Rη
∆(ϕ) =

∫ tm

0

∑
{σ[η] − [G]}ϕ(t, x(t)) dt

+
∑

j,n

∫ xj+1/2

xj−1/2

(η(U∆(tn − 0, x)) − η(Un
j ))ϕ(tn, x) dx (11.193)

+

∫

R

η(U∆(tm, x))ϕ(tm, x) dx−
∫

R

η(U∆(0, x))ϕ(0, x) dx,

où la sommation a lieu pour les instants t > 0 sur les chocs dans U∆(t) se trouvant en
x(t), et

Qη
∆(ϕ) =

∑

n

∑

j; ρ
n+1/2

j >1

∫ xj+1/2

xj−1/2

[
η′(1, ũ∆) · (1, ũ∆)∆tQn

j

]
ϕ(tn, x) dx

−
∑

n

∑

j; ρ
n+1/2

j >1

∫ xj+1/2

xj−1/2

P n,j
∆ ϕ(tn, x) dx.

où P n,j
∆ =

∫ 1

0

(1− z)η′′([zρ̃∆ + (1− z)](1, ũ∆)) · (1, ũ∆)2(Qn
j )2(∆t)2 dz. Ceci fait apparaitre

deux quantités positives pour η positive convexe, à savoir η′(1, u) · (1, u) et η′′, et ainsi les
Qη

∆ sont des mesures négatives. Adaptant un argument de [62], nous obtenons également
que Rη

∆ est dans un compact de H−1
loc et tend vers 0 au sens des distributions quand ∆ → 0

pour tout couple d’entropies C2 convexe (η,G). Appliquant alors le résultat de compacité
par compensation de [145], il vient l’existence de U ∈ L∞

tx tel que, pour une sous-suite,
U∆ → U p.p. et dans L1

loc. Pour la convergence des produits d’entropie faibles, posant

Q∆ = Qη1
∆ avec η1(ρ, ρu) = ρ, ceci donne Q∆ =

∑

n,j

Qn
j ∆t δt=tn 1I]xj−1/2,xj+1/2[(x) dx. Posant

v∆(t, x) =
∑

n,j

u
n+1/2
j 1I]tn−1/2,tn+1/2[(t) 1I]xj−1/2,xj+1/2[(x), la fonction v∆ est continue sur les

mesures de Dirac de Q∆ (alors que u∆ ne l’est pas), ces deux distributions peuvent donc
se multiplier et Q∆v∆ = Qη2

∆ avec η2(ρ, ρu) = ρu. Les produits d’entropie faibles résultent
alors du lemme suivant.

Lemme 11.3 ([18]) Soit Q∆ des mesures négatives et v∆ ∈ L∞(Q∆). Si (Q∆) est bornée
dans Mloc([0,∞[×R) et (‖v∆‖L∞(Q∆)) est bornée, alors il existe une mesure Q et une
fonction v ∈ L∞(Q) telles que, après extraction d’une sous-suite, Q∆⇀Q, Q∆v∆⇀Qv,
Q∆S(v∆)⇀QS ≤ QS(v) et Qη

∆ − Q∆[η′(1, v∆) · (1, v∆)]⇀Q̃η ≤ 0 pour toute fonction
convexe S.
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Ainsi le terme à contrôler vérifie, en utilisant le lemme avec S(v) = η′(1, v) · (1, v),

Qη
∆⇀QS + Q̃η ≤ Qη′(1, v) · (1, v),

ce qui conclut la preuve.

12 Flux-splitting pour le modèle avec une seule en-

tropie

Dans cette section, nous présentons l’étude numérique liée au travail portant sur la
convergence d’une équation cinétique vers la dynamique des gaz isentropiques avec une
seule entropie compatible de la section 3. A nouveau l’importance d’une telle étude pro-
vient de la nécessité de pouvoir traiter des schémas réalistes car provenant de situations
physiques où une seule entropie compatible existe. Nous renvoyons à [62] et [133] pour
le cas de relaxations similaires mais avec toute une famille d’entropies compatibles. Voir
également l’article [107] qui considère le cas d’une seule entropie compatible pour un
schéma de relaxation associé au système de l’élastodynamique. Voir aussi [59], [86], [87]
pour des estimations BV -faible pour des méthodes de volumes finis pour des lois de conser-
vation scalaires qui sont également liées à des estimations de gradient via la dissipation
d’entropie.

12.1 Présentation du schéma et théorème de convergence

Le contexte dans lequel nous nous plaçons est le suivant. Nous considérons un système
de k lois de conservation en dimension un, c’est-à-dire (1.1) avec n = 1, et où le flux
F : R

k → R
k vérifie la décomposition de flux

F = F+ + F−, (12.194)

où
F+ et F− sont Lipschitz, (12.195)

et vérifie
±∇F± a des valeurs propres réelles positives. (12.196)

L’argument de compacité sera de type compacité par compensation, basé sur des estima-
tions

∂tη(Uε) + ∂xG(Uε) ∈ compact of H−1
loc , (12.197)

aussi nous supposons

l’existence d’une famille F d’entropies-flux d’entropies (η,G) de classe C2

telles que (12.197) pour tout (η,G) ∈ F entrâıne, pour une suite bornée (Uε)ε>0, (Hc)

que, pour une sous-suite, Uε → U p.p..

Nous prouvons que les bornes (12.197) pour toutes les entropies peuvent être obtenues
pour les systèmes avec une seule entropie ηc compatible la décomposition de flux, à savoir
principalement pour laquelle il existe ϑ+ et ϑ− tels que (ϑ±)′ = η′c(F

±)′. Ceci entrâıne une
inégalité d’entropie discrète et la dissipativité du schéma. Dans notre travail, l’entropie
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compatible va nous permettre d’obtenir l’estimation du gradient des solutions numériques
approchées (U∆) :

‖∂tU∆‖L2
tx
≤ C√

∆x
, ‖∂xU∆‖L2

tx
≤ C√

∆x
, (12.198)

où ∆x est le pas en espace du schéma. Il s’agit de l’analogue numérique des estimations
(3.29).

Pour un pas de temps ∆t et un pas uniforme en espace ∆x, posons λ = ∆t/∆x et
xj = j∆x, tn = n∆t. Pour U0 ∈ L1 ∩ L∞(RN) une donnée initiale, la discrétisation sera

U0
j =

1

∆x

∫ xj+1

xj

U0(y) dy pour x ∈]xj , xj+1[. (12.199)

Le schéma s’écrit
Un+1
j − Un

j + λ(F n
j+1/2 − F n

j−1/2) = 0, (12.200)

avec le flux numérique
F n
j+1/2 = F+(Un

j ) + F−(Un
j+1). (12.201)

Les solutions approchées sont définies, à ∆x fixé, par

U∆(t, x) =
1

∆t

[
Un+1
j+1 − Un+1

j − Un
j+1 + Un

j

∆x
(x− xj) + Un+1

j − Un
j

]
(t− tn),

+
Un
j+1 − Un

j

∆x
(x− xj) + Un

j

pour xj < x < xj+1, tn ≤ t < tn+1.

Nous avons besoin de l’hypothèse technique suivante, qui peut être supprimée dans le cas
d’une périodicité en x,

il existe (Un
∞)n telle que Un

j →
j→±∞

Un
∞, ∀n ∈ N. (12.202)

Le théorème de convergence numérique que nous obtenons est le suivant.

Théorème 12.1 ([19]) Soit un système (1.1) avec n = 1 pour lequel l’hypothèse (Hc)
est vérifiée. Soit ηc une entropie, et U0 ∈ L1∩L∞(R) telle que ηc(U

0) ∈ L1(R). Supposons
qu’il existe une décomposition de flux vérifiant (12.195)-(12.196), (H1

ηc
) et (H2

ηc
) (voir la

section suivante) et que cela donne une suite (Un
j )n,j bornée vérifiant (12.202). Alors, à

extraction près d’une sous-suite, U∆ → U quand ∆ → 0 où U est solution de (1.1) avec
l’inégalité d’entropie pour ηc et la donnée initiale U0.

Le théorème s’applique au cas scalaire et au p-système

{
∂tρ− ∂xu = 0,
∂tu+ ∂xp(ρ) = 0,

(12.203)

avec ρ, u ∈ R et une non-linéarité p(ρ) vérifiant p′(ρ) < 0.
Pour ce résultat, nous avons besoin de deux objets : la notion d’η-dissipativité et la

formulation cinétique avec trois vitesses.
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12.2 η-dissipativité et estimation du gradient

La notion de dissipativité dont nous avons besoin par rapport à F+, F− et Id −
λ(F+ − F−), et qui est liée aux hypothèses (H1

ηc
) et (H2

ηc
) est à relier à (12.196) et à une

condition de type CFL. La première hypothèse est liée aux inégalités d’entropie discrètes
et la seconde à une hypothèse de non-dégénérescence et permet d’obtenir les estimations
(12.198). Rappelons le point de départ de cette notion définie par

Définition 12.2 (Bouchut [42]) Soit η(u) une fonction convexe. W est η-dissipative
dans U ⊂ R

N si
W ′(u)tη′′(u) est symétrique, (12.204)

et si, définissant Gη[W ] selon

Gη[W ]′(u) = η′(u)W ′(u), (12.205)

la dissipation d’entropie élémentaire

Dη[W ](u, v) = Gη[W ](u) −Gη[W ](v) + η′(u)(W (v) −W (u)) (12.206)

est négative pour tout u, v ∈ U .

Voir [40], [42] pour plus de détails, en particulier pourquoi les propriétés de dissipation
d’entropie sont localement équivalentes à la condition d’entropie de [62].
Ceci nous permet de définir notre première hypothèse pour le système hyperbolique qui
concerne la dissipation de la décomposition de flux par rapport à l’entropie compatible
ηc :

F+,−F− et Id− λ(F+ − F−) sont ηc − dissipative. (H1
ηc

)

Cette propriété entrâıne les inégalités d’entropie discrètes :

Théorème 12.3 (Bouchut [42]) Soit ηc(u) une fonction convexe. Supposons que (H1
ηc

)
est vérifiée. Alors le schéma de flux-splitting (12.200)-(12.201) vérifie les inégalités d’en-
tropie discrètes

ηc(U
n+1
j ) − ηc(U

n
j ) + λ(ϑnηc,j+1/2 − ϑnηc,j−1/2) = Sn+1

ηc,j
≤ 0, (12.207)

où
ϑnηc,j+1/2 = ϑ+

ηc
(Un

j ) + ϑ−ηc
(Un

j+1), (12.208)

(ϑ±ηc
)′ = η′c(F

±)′. (12.209)

Remarque 12.1 C’est en ce sens précis que l’entropie ηc est dite compatible avec le schéma
de Flux -splitting.

Pour notre travail, nous avons besoin d’introduire une nouvelle notion que nous appelons
stricte η-dissipativité.

Définition 12.4 ([19]) Soit η(u) une fonction convexe.W est dite strictement η-dissipative
dans U si elle est η-dissipative et s’il existe αW > 0 tel que

Dη[W ](u, v) ≤ −αW‖u− v‖2, pour tout u, v ∈ U , (12.210)

avec ‖.‖ la norme euclidienne.
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Nous pouvons alors formuler la seconde hypothèse pour notre système hyperbolique, à
savoir

Id− λ(F+ − F−) et (F+ ou − F−) sont strictement ηc − dissipative. (H2
ηc

)

Nous avons alors l’estimation des solutions approchées.

Théorème 12.5 ([19]) Soit ηc(u) une fonction convexe et U0 ∈ L1∩L∞(R) une donnée
initiale telle que ηc(U

0) ∈ L1(R). Supposons que (H1
ηc

), (H2
ηc

) et (12.202) sont satisfaites.
Alors il existe une constante C1 telle que

(∫ T

0

∫

R

|∂xU∆(t, x)|2 dx dt
)1/2

≤ C1√
∆x

,

(∫ T

0

∫

R

|∂tU∆(t, x)|2 dx dt
)1/2

≤ C1√
∆x

.

12.3 Formulation cinétique avec trois vitesses et dissipation d’en-

tropie

Un second outil pour prouver la convergence du schéma de Flux-splitting est la possi-
bilité de l’écrire par une formulation cinétique à trois vitesses, ce qui permet de bien suivre
l’évolution de l’information. Consulter [62], [2], [42] et les références contenues dedans pour
plus de détails sur cet aspect que nous présentons dans le cas qui nous intéresse. La for-
mulation cinétique utilisée est basée sur une méthode de transport-projection, introduite
par Brenier [47], [48]. (Voir aussi [74], [192] et [193] pour des résultats de convergence
avec un transport-projection). Il s’agit d’une version discrète en temps des modèles BGK.
Nous utiliserons le modèle suivant

∂tf + a(ξ)∂xf =

+∞∑

n=1

δ(t− tn)(Mfn − fn), (12.211)

où
Mfn(x, ξ) = M(Un

j , ξ) pour x ∈]xj , xj+1[, (12.212)

avec

Un
j =

1

∆x

∫ xj+1

xj

Ũn
j (x) dx, pour x ∈]xj , xj+1[, (12.213)

et

Ũn
j (x) =

∫
fn(x, v) dv, pour x ∈]xj , xj+1[, (12.214)

avec
fn(x, ξ) = lim

t→t−n

f(t, x, ξ), pour n ≥ 1, (12.215)

et la condition initiale

f 0(x, ξ) = M(U0
j , ξ), x ∈]xj , xj+1[, U0

j definie par (12.199), (12.216)

et avec ξ ∈ {−1, 0, 1}, a(−1) = −c, a(0) = 0, a(1) = c, c = 1/λ et la Maxwellienne

M(u,−1) = −λF−(u),

M(u, 0) = u− λ(F+(u) − F−(u)), (12.217)

M(u, 1) = λF+(u).
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L’intégrale par rapport à ξ est ici la somme sur ξ ∈ {−1, 0, 1}. La Maxwellienne vérifie
les relations de consistance

∫
M(U, ξ) dξ = U,

∫
a(ξ)M(U, ξ) dξ = F (U), (12.218)

∫

±a(ξ)>0

a(ξ)M(U, ξ) dξ = F±(U). (12.219)

Sur [tn, tn+1[, nous avons

f(t, x,−1) = f(tn, x+ c(t− tn),−1),

f(t, x, 0) = f(tn, x, 0),

f(t, x, 1) = f(tn, x− c(t− tn), 1),

alors, pour x ∈]xj , xj+1[,

fn+1(x,−1) = f(tn, x+ ∆x,−1) = M(Un
j+1,−1),

fn+1(x, 0) = f(tn, x, 0) = M(Un
j , 0),

fn+1(x, 1) = f(tn, x− ∆x, 1) = M(Un
j−1, 1).

Ainsi fn(x, v) est constante en x sur ]xj , xj+1[, et Un
j = Ũn

j (x) sur ]xj , xj+1[. Alors sur
]xj , xj+1[, pour n ≥ 0,

Un+1
j =

∫
fn+1(x, v) dv

= fn+1(x,−1) + fn+1(x, 0) + fn+1(x, 1)

= M(Un
j+1,−1) +M(Un

j , 0) +M(Un
j−1, 1)

= −λF−(Un
j+1) + Un

j − λ(F+(Un
j ) − F−(Un

j )) + λF+(Un
j−1).

Le modèle cinétique redonne bien le schéma de Flux-splitting vectoriel [42]. Dans cette
référence, il est même prouvé que tout schéma cinétique est au premier ordre équivalent
à un modèle à trois vitesses.

Munis de cet outil, nous obtenons des estimations sur l’écart entre U∆ et f . Comme
dans le cas continue, il vient une estimation sur F (U∆) −

∫
a(ξ)f dξ.

Théorème 12.6 ([19]) Soit ηc(u) une fonction convexe et U0 ∈ L1∩L∞(RN) une donnée
initiale telle que ηc(U

0) ∈ L1(R). Supposons que (12.195), (H1
ηc

) et (H2
ηc

) sont satisfaites.
Alors il existe une constante C2 telle que

(∫ T

0

∫

R

∣∣∣∣F (U∆(t, x)) −
∫
a(ξ)f(t, x, ξ) dξ

∣∣∣∣
2

dx dt

)1/2

≤ C2

√
∆x. (12.220)

Mais ici, différemment du cas continue où la solution approchée est égale à l’intégrale de
la fonction cinétique par rapport à la variable cinétique, il faut estimer l’écart entre

∫
f dξ

et U∆.
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Théorème 12.7 ([19]) Soit ηc(u) une fonction convexe et U0 ∈ L1∩L∞(RN) une donnée
initiale telle que ηc(U

0) ∈ L1(R). Supposons que (12.195), (H1
ηc

) et (H2
ηc

) sont vérifiées.
Alors il existe une constante C3 telle que

(∫ T

0

∫

R

∣∣∣∣U∆(t, x) −
∫
f(t, x, ξ) dξ

∣∣∣∣
2

dx dt

)1/2

≤ C3

√
∆x. (12.221)

Nous allons exploiter tous ces résultats pour conclure à la convergence du schéma.

12.4 Bornes sur les entropies et convergence

Afin d’obtenir le Théorème 12.1, il convient d’estimer toutes les entropies à partir de
l’information obtenue dans les deux sections précédentes à partir de l’entropie compatible.
Pour tout couple d’entropie-flux d’entropie (η,G), il vient la décomposition

∂tη(U∆) + ∂xG(U∆) = ∂t

[
η′(U∆) ·

(
U∆ −

∫
f dξ

)]

−η′′(U∆) · ∂tU∆ ·
(
U∆ −

∫
f dξ

)

+∂x

[
η′(U∆) ·

(
F (U∆) −

∫
a(ξ)f dξ

)]

−η′′(U∆) · ∂xU∆ ·
(
F (U∆) −

∫
a(ξ)f dξ

)
.

Montrons le contrôle de l’un de ces termes

∫ T

0

∫ R

−R

| − η′′(U∆) · ∂tU∆ ·
(
U∆ −

∫
f dξ

)
| dx dt

≤ ‖η′′(U∆)‖L∞(]0,T [×]−R,R[)

(∫∫
|∂tU∆|2 dx dt

)1/2
(∫∫ ∣∣∣∣U∆ −

∫
f dξ

∣∣∣∣
2

dx dt

)1/2

≤ ‖η′′(U∆)‖L∞(]0,T [×]−R,R[)
C1√
∆x

C3

√
∆x

≤ CR.

Il est alors possible d’appliquer la compacité par compensation et de conclure.
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[141] P.-L. Lions, Régularité optimale des moyennes en vitesses, C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. I Math. 320 (1995), no. 8, 911–915.

[142] P.-L. Lions, Régularité optimale des moyennes en vitesses, II., C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. I Math. 326 (1998), no. 8, 945–948.

[143] P.-L. Lions and N. Masmoudi. From the Boltzmann equations to the equations
of incompressible fluid mechanics. I, II. Arch. Ration. Mech. Anal., 158(3) :173–193,
195–211, 2001.

[144] P.-L. Lions, B. Perthame, Lemmes de moments, de moyenne et de dispersion, C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 314 (1992), 801-806.

[145] P.-L. Lions, B. Perthame, P.E. Souganidis, Existence and stability of entropy solu-
tions for the hyperbolic systems of isentropic gas dynamics in Eulerian and Lagrangian
coordinates, Comm. Pure Appl. Math. 49 (1996), 599-638.

68



[146] P.-L. Lions, B. Perthame, E. Tadmor, A kinetic formulation of multidimensional
scalar conservation laws and related equations, J. Amer. Math. Soc. 7 (1994), 169-191.

[147] P.-L. Lions, B. Perthame, E. Tadmor, Kinetic formulation of the isentropic gas
dynamics and p-systems, Comm. Math. Phys. 163 (1994), 415-431.

[148] T.P. Liu, Initial-boundary value problems for gas dynamics, Arch. Rational Mech.
Anal. 64 (1977), no. 2, 137–168.

[149] X.-D. Liu, P.D. Lax, Positive schemes for solving multi-dimensional hyperbolic sys-
tems of conservation laws, Proceedings of the VIII International Conference on Waves
and Stability in Continuous Media, Part I (Palermo, 1995), Rend. Circ. Mat. Palermo
(2) Suppl. No. 45, part I (1996), 367–375.

[150] S.H. Lui, K. Xu, Entropy analysis of kinetic flux vector splitting schemes for the
compressible Euler equations, Z. Angew. Math. Phys. 52 (2001), no. 1, 62–78.

[151] J.C. Mandal, S.M. Deshpande, Kinetic flux vector splitting for Euler equations,
Comput. & Fluids 23 (1994), no. 2, 447–478.

[152] N. Masmoudi. From Vlasov-Poisson system to the incompressible Euler system.
Comm. Partial Differential Equations, 26(9-10) :1913–1928, 2001.
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Norm. Sup. (4) 31 (1998), 591-598.

[175] B. Perthame, E. Tadmor, A kinetic equation with kinetic entropy functions for scalar
conservation laws, Comm. Math. Phys. 136 (1991), 501–517.

[176] B. Perthame, A.E. Tzavaras, Kinetic formulation for systems of two conservation
laws and elastodynamics, Arch. Ration. Mech. Anal. 155 (2000), no. 1, 1–48.

[177] T. P latkowski and R. Illner. Discrete velocity models of the Boltzmann equation :
a survey on the mathematical aspects of the theory, SIAM Rev., 30(2) :213–255, 1988.

[178] F. Poupaud, Runaway phenomena and fluid approximation under high fields in
semiconductor kinetic theory, Z. Angew. Math. Mech. 72 (1992), no. 8, 359–372.

[179] I. Prigogine, A Boltzmann-like approach to the statistical theory of traffic flow, in
Theory of traffic flow, R. Herman (ed.), 1961, p. 158.

[180] I. Prigogine, R. Herman, Kinetic theory of vehicular traffic, American Elsevier pu-
blishing co, New-York, 1971.

[181] P. I. Richards, Shock waves on the highway, Oper. Res., 4 (1956) 42–51.

[182] L. Saint-Raymond, From the BGK Boltzmann model to the Navier-Stokes equa-
tions, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 36 (2003), no. 2, 271–317.

[183] L. Saint-Raymond. Convergence of solutions to the Boltzmann equation in the
incompressible Euler limit, Arch. Ration. Mech. Anal., 166(1) :47–80, 2003.

[184] L. Saint-Raymond, Control of large velocities in the two-dimensional gyrokinetic
approximation, J. Math. Pures Appl. (9) 81 (2002), no. 4, 379–399.
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