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Introduction

Ce mémoire est consacré a des problemes d’équations aux dérivées partielles hyperbo-
liques et cinétiques qui interviennent dans différentes modélisations physiques.

Dans la premiere partie, nous nous s’intéressons a des problemes de limites hydrody-
namiques d’équations cinétiques vers des systemes de lois de conversation hyperboliques.
Apres un bref rappel des travaux obtenus sur ce sujet durant la these, nous présentons une
amélioration de ceux-ci par une limite hydrodynamique avec une seule entropie compa-
tible. Ceci se fait en estimant la dérivée des solutions approchées, estimation qui se com-
pense avec la dissipation d’entropie ce qui permet de justifier la limite. Nous présentons
ensuite une autre direction de preuves pour ce type de problemes. La technique proposée
est de type entropie relative et est générale a partir du moment ou le systeme étudié
possede un controle du flux relatif par I’entropie relative. Cette technique permet de bien
séparer les effets de la dissipation cinétique du controle des non-linéarités. Nous illustrons
ensuite cette technique sur deux exemples significatifs, celui ou le systeme limite est la
dynamique des gaz isentropiques, et celui de 1’équation de Boltzmann discrete vers les
équations d’Euler. Cette partie se poursuit par une autre relaxation qui fait intervenir
un terme de champ fort dans I’équation cinétique et nous étudions comment ceci modifie
I’équation limite. La partie se conclut par l'obtention de lemmes de moyenne qui dans
le cas présent améliorent la régularité obtenue pour une équation de transport avec un
terme de force.

La seconde partie s’intéresse a des problemes de modélisations hyperboliques et ciné-
tiques. Apres le rappel des résultats obtenus durant la these sur les modeles avec contraintes,
nous investissons ces idées afin de définir des modeles en trafic routier qui permettent
d’améliorer les modeles existants en rajoutant un controle sur la valeur maximale de la
densité de voitures dans une zone de bouchon. Nous en proposons deux modeles selon
que la contrainte dépend ou non de la vitesse locale, ce qui revient a avoir une vitesse
de propagation finie ou infinie de I'information dans une zone de trafic. Nous montrons
I'existence de solutions sur ces deux modeles. Cette partie se termine par des modeles
cinétiques de type water-bag pour I’équation de Vlasov.

Dans la derniere partie, nous nous intéressons a la convergence de schémas numériques
pour des modeles associés aux deux parties précédentes. Tout d’abord pour un schéma
qui puisse conserver des modeles avec contraintes. Il s’agit alors de rajouter une étape de
projection a un modele de Flux-splitting. La convergence du schéma nécessite le controle
de mesures afin de justifier une technique de compacité par compensation. Ensuite nous
étudions un schéma avec une seule entropie compatible. Il s’agit alors comme au niveau
théorique d’obtenir une estimation des dérivées des solutions approchées. Afin de justifier
la convergence du schéma, il est nécessaire en plus d’écrire une formulation cinétique du
schéma de Flux-splitting.
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Premiere partie

Limites hydrodynamiques



1 Contexte des limites hydrodynamiques

Les problemes de limites hydrodynamiques concernent la justification de la limite des
équations cinétiques vers les équations de la mécanique des fluides quand le libre parcours
moyen tend vers 0.

De grands progres ont été faits ces dernieres années dans ce domaine. Citons par
exemple les travaux importants [9], [10], [143], [103], [102], [182], [183], ..., dont nous
évoquerons certains aspects dans la suite.

Précisons maintenant le cadre dans lequel nous nous placerons dans ce mémoire. Tout
d’abord, nous présenterons les équations limites obtenues qui seront de type lois de conser-
vation, puis nous détaillerons les équations cinétiques étudiées, ce qu’est une limite hy-
drodynamique et en particulier le cas des modeles BGK.

1.1 Lois de conservation

Un systeme de lois de conversation est un systeme de la forme

U+ 0, F(U)=0, Ult,x) eRFteR xeR", (1.1)

i=1

ou U représente les quantités physiques qui sont conservées par le modele et ou F
représente le flux du systeme.

Les systemes de loi de conservation les plus étudiés sont les équations d’Euler et de
Navier-Stokes, introduites voila plus de deux siecles. Le systeme d’Euler pour les gaz
parfaits s’écrit

Op + div,(pu) =0, te R, z € R",
Oi(pu) + div,(pu ® u + pT'I) =0, teRT, x e R", (1.2)
O (plul? + npT) + div,(p|lu*u + (n +2)pTu) = 0, teRT zeR"

Nous nous intéresserons en particulier au cas de la dynamique des gaz isentropiques

{ Op + divy(pu) =0, t e R, z € R",

O (pu) + div,(pu @ u+ Ip(p)) =0, teR*, x € R", (1:3)

avec p(p) = kp? pour 1 < v < 3, systéme qui consiste a considérer les équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement et a fermer le systeme par une
loi donnant une pression isentropique plutot que de conserver une équation d’évolution
sur I’énergie comme dans Euler. Nous étudierons aussi une autre équation de type Euler,
voir (5.86). Voir [185] pour plus de détails sur la présentation de tels modeles.

Les systemes de loi de conservation du type (1.1) sont mal posés en général. Pour
des données initiales suffisamment régulieres,; il existe un intervalle de temps sur lequel
une solution forte existe, mais 'unicité n’est pas vérifiée, il est nécessaire pour cela de
rajouter des criteres d’entropie ([135], [136] et [68]). Ces criteres d’entropie, introduits
dans [91] et qui souvent ont une origine physique, sélectionnent la "bonne” solution. Il
s’agit de quantités supplémentaires aux variables du systeme de lois de conservation qui
sont conservées ou tout au moins pour lesquelles une décroissance du type

am(U) + zn: 0,,G(U) < 0, (1.4)



est vérifiée. Kruzkov, dans [132], utilisa les fonctions n(U) = |U — k| avec k € R pour
obtenir 1'unicité pour une loi de conservation scalaire. Les entropies jouent également
un grand role dans la compréhension et les preuves par compacité pour les équations de
type Euler ou gaz isentropiques. Pour n > 2, il y a peu d’entropie pour le systeme des
gaz isentropiques ce qui explique les limites actuelles pour ’étude de cette équation pour
des données dans L*°. Pour n = 1 par contre, le grand nombre d’entropies existantes
a permis d’obtenir l'existence de solutions entropiques dans L> par DiPerna [77] pour
v = (2k + 3)/(2k + 1) avec k € N*, puis par Chen [60] pour 1 < v < 5/3, par Lions,
Perthame et Tadmor [147] pour v > 3 et finalement par Lions, Perthame et Souganidis
[145] pour 1 < v < 3.

1.2 Equations de Boltzmann et limites hydrodynamiques

La théorie cinétique a été introduite par Maxwell et Boltzmann pour modéliser des gaz
raréfiés. Un gaz, un plasma ou tout autre systeme comprenant un tres grand nombre de
particules peut ainsi étre décrit par une fonction de distribution f(t,z,€), dans I'espace
des phases (, §) associé aux atomes, ou x est la variable macroscopique de position et ¢ la
variable microscopique/cinétique. Sa signification physique est la suivante : f(¢, z, ) dx d€
représente la densité de particules dans I’élément de volume dx d§ centré en (z,&) au
temps t. En supposant que le systeme est constitué de particules de méme espece et que
la dynamique qui les régit est non relativiste et non quantique, la variable microscopique
correspond a la variable de vitesse cinétique. Une des idées de base est que toutes les
quantités macroscopiques observables vont pouvoir étre restituées grace a des intégrations
de la fonction de distribution par rapport a la variable microscopique &, c’est-a-dire des
intégrales du type

[ oS ac

Par exemple dans le modele de Boltzmann, on peut définir la densité locale p, la vitesse
macroscopique locale u, la température locale T' et donc 1’énergie par

(P plaf? + npT)(t,2) = [ (L&) f(t2.) de. (15)
Rn
Une hypothese du type f(t,.,.) € L}OC(@ revient alors a supposer que tout domaine borné

de I'espace physique ne contient qu’une quantité finie de matiere.
L’équation cinétique de Boltzmann pour la dynamique des gaz raréfiés s’écrit :

Q(f)

Ouf +6-Vuf = =2, (L6)

ou f(t,z,€) est la densité de particules dans I'espace des phases (x,£) € R" xR", ¢ le libre
parcours moyen et () 'opérateur de collision de Boltzmann. L’opérateur () est intégral,
agit sur la variable cinétique ¢ uniquement et vérifie les moments

| (ueier) QU@ s o
et 'inégalité d’entropie

[ mr©eun©d <o



Ces propriétés permettent, par intégration par rapport a &, d’obtenir la conservation locale
de la masse, de la quantité de mouvement, de I'énergie définie plus haut et la décroissance
de I'entropie
0y fIn fdé+div, Efln fdE <O.
R7 R™
Une propriété importante de 'opérateur de Boltzmann est que Q(f) = 0 si et seulement
si f est une fonction d’équilibre thermodynamique appelée Maxwellienne et de la forme

_ P je—uP/T)
MP,u,T(é') - (27{'T)n/2€ )

pour des valeurs p > 0, T" > 0 et u € R". La relaxation du modele lorsque ¢ tend vers
0 donne, formellement, la convergence de f vers une Maxwellienne de parametre p(t, x),
u(t,z) et T(t,z), fonctions qui vont vérifier le systeme d’Euler (1.2). C’est I’étude de
ce genre de limites que I'on appelle limite hydrodynamique. La preuve rigoureuse de ce
probleme de relaxation est encore ouverte a ce jour. Pour une présentation générale des
modeles cinétiques, le lecteur peut consulter [45], [171], [57], [58], [36] et [78].

Il est connu que I’équation (1.6) ne possede pas, sous cette forme, de solutions globales
en temps. DiPerna et Lions ont obtenu I'existence et la stabilité de solutions renormalisées
dans [80].

Concernant la limite compressible (o I'on rajoute une hypothese de divergence nulle
du champ de vitesse) de I’équation de Boltzmann, Caflisch [55] a montré la limite hydro-
dynamique dans le cas de données régulieres et sur un petit intervalle de temps. Ensuite,
la limite asymptotique de 1’équation de Boltzmann a faible nombre de Mach vers Eu-
ler (ou Navier-Stokes) incompressible a été obtenue par Saint-Raymond [183] et Lions,
Masmoudi [143] suivant les travaux de Bardos, Golse et Levermore [9], [10], [11]. Il s’agit
de résultats locaux en temps car valable sur I'intervalle de temps pour lequel la solution
limite reste réguliere.

1.3 Modeles BGK

L’étude de I’équation cinétique de Boltzmann montre que seules certaines propriétés
du modele sont indispensables pour pouvoir espérer obtenir la limite hydrodynamique; il
n’est donc pas nécessaire de conserver le noyau de collision avec toutes les difficultés qu’il
contient. C’est 'idée principale du modele introduit par Bhatnagar, Gross et Krook [35],
appelé modele BGK : remplacer la cinétique de Boltzmann par un modele plus simple
qui redonne la méme configuration d’équilibre hydrodynamique. Ce modele BGK satisfait
les propriétés du modele de Boltzmann que sont conservation de la masse, quantité de
mouvement, d’énergie et propriété d’entropie et s’écrit comme (1.6) en remplagant le
noyau de collision par

Q(f) - Mf - f? Mf = Mpf,Uf,Tf7

ou ps, us et Ty sont définis par (1.5). L’existence et la stabilité de solutions globales
satisfaisant une relation d’entropie pour ce modele ont été prouvées par Perthame [168].
On pourra consulter également [172] pour des compléments et en particulier I'unicité.
Ces modeles ont ensuite été généralisés afin de construire des équations cinétiques
adaptées a différent systémes hydrodynamiques (pour plus des détails que ce qui suit,
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voir le livre de Perthame [171]). Le modele BGK de Lions, Perthame et Tadmor [146]
pour une loi de conservation scalaire (a savoir (1.1) avec k = 1) s’écrit :
M, —
8tf+F/(§)-V$f:fo, teR,zcR"£eR,

ou la Maxwellienne est
Mf(ta z, f) = Xp(t,x) (f)a

avec la fonction d’équilibre

1) = { sen(p) si (p— )€ >0, )

0 sinon.

Lorsque € — 0, on obtient
Ouf + F'(§) - Vauf = Oep, (1.8)

ol u est une mesure positive et f une Maxwellienne. En intégrant en &, il vient (1.1).
Multipliant par S'(§) avec S convexe puis intégrant en £, nous obtenons les inégalités
d’entropie. Le lecteur pourra consulter également [48], [175] et [51] pour des résultats sur
le cas scalaire.

Une étude générale des modeles BGK a été réalisée par Bouchut dans [40] afin d’obtenir
des conditions pour 'existence de modeles BGK pour des systemes de lois de conservation
du type (1.1). Un modele BGK, pour un systeme de lois de conservation (1.1) et pour
une famille £ d’entropies convexes, consiste principalement en
1) une équation de transport avec terme de relaxation

8tf+a(£)-vmf:Mf€_f, t>0,zeR" e R, (1.9)

d’inconnue f(t, z,&) € R¥ vectorielle et de vitesse a : R™ — R", avec
My(t0,6) = MU0, Ulta) = [ flta)de
ott I'état d’équilibre (Maxwellienne) M : U x R™ — R* (avec U C RF) vérifie
MU A=V, [ al©MU.g)ds = F) (1.10)

]Rm

2) l'existence d’entropies cinétiques H,(f, &) pour tout n € & telles que p.p. &,

H,(.,€) : D¢ — R est convexe, (1.11)
Hy(M(U.¢).§)ds =n(U), VU el, (1.12)

RrRm

et Vf : R™ — RF telle que f(§) € De p.p. £ et Uy = [g.. f(§)dE €U, M(Uy, &) € Dy et

Hy(M(U;,€),€)de < [ Hy(£(),€)de. (1.13)

R™ R™

Notons que les variables de (1.1) s’obtiennent ici par intégration du f vectoriel et non pas
comme dans (1.5) pour Boltzmann. Ces propriétés permettent d’obtenir formellement la
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limite hydrodynamique et les inégalités d’entropie. Si U. — U, alors une étude du terme
de relaxation fait apparaitre une Maxwellienne a la limite f. — M(U,£). A partir de
I'équation (1.9), par intégration en &, la limite donne

R™ R™

N
o [ Mwedc+d o, [ w@M.gd o
=1

soit le systeme (1.1). Multipliant maintenant (1.9) par 0y H,(f.), il vient I’équation renor-
malisée

~ o HyO1) ~ H(f)

€ 9

Hn(fe) + a(5> : Va:(Hn(fa>) = afHT](fa) ’

En intégrant par rapport a &, puis en passant a la limite, nous obtenons (1.4) avec G(U) =
[ a(§)H,(M(U,€),§) dé, un flux d’entropie associé a n. Nous renvoyons a [40] pour plus de
détails et des criteres d’existence de tels modeles pour un systeme donné. Voir aussi [122],
[155], [2] pour des stratégies pour construire des modeles BGK. La justification rigoureuse
de cette limite pour les systemes réguliers a été faite dans [186]. Le cas du systeme des
gaz isentropiques est le sujet de la section suivante en tant que travail issu de la these.

2 Résumé succint des travaux de these relatifs aux
limites hydrodynamiques

2.1 Limite hydrodynamique vers les gaz isentropiques avec toutes
les inégalités d’entropie
Dans les papiers [20] et [21], nous étudions la limite de relaxation d’'un modele BGK de

type vectoriel (1.9) avec k =2, a(§) =& n=m=1,U = (p,pu), De = D ={(fo, f1) €
R?; fo > 0ou fo = fi =0} et

) ) 27k 1/(y=1)-1/2
M(pa Uu, 5) = (17 (1_‘9)U+‘9£>X(p, g_u)v X(pv 5) = Cy 0,k (7p7_1 - 52) )
(v—=1)¢ N
(2.14)
avec 1 <y < 3, ¢y« une constante dépendant de v, 0 et x et avec
0= (y—1)/2. (2.15)

La fonction d’équilibre cinétique y a été introduite dans [77] comme une fonction qui
génere les entropies du systeme isentropique. Cette fonction est également utilisée dans
le résultat de stabilité de [145] et dans [147] pour une formulation cinétique différente de
celle utilisée ici. Le modele présenté ici provient de [40] et est adapté au systeme des gaz
isentropiques (1.3) avec n = 1 pour 1 < v < 3. Ce modele BGK possede des entropies
cinétiques dont celle associée a 1’énergie est donnée par

(+1)/((3=7)

6 1 (3 1 f2
H(f,€) = 02( 5¢%) 3wngh)ov+l t3e (216

7,0,k
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Voir aussi [192], [193] pour le cas v = 3 ol le systeme se ramene au niveau cinétique a
une seule équation. Voir également [189], [176] pour des travaux dans ces directions.

Tout d’abord, dans [20], nous prouvons l'existence d’une solution de I’équation cinétique
BGK a l'aide du théoréme de point fixe de Schauder, de la compacité faible dans L! et
un lemme de moyenne.

Théoréme 2.1 ([20]) Soitk =2, a(§) =&, n =m = 1. Supposons que f° € L'(R, xR¢)
satisfait fO(x,&) € D p.p. et avec l’énergie initiale // H(fx,€),&) dvdé = O < oo.
RxR

Alors il existe une solution f € C([0,00[, LY(R x R)) de (1.9) et (2.14)-(2.15) pour 1 <
v < 3 avec la donnée initiale f° satisfaisant

UR/RH(f(t,x,S),S)dxdngzé /// Dissi(f, p,u,§)(t, 2, &) dtdeds, — (2.17)

10,T[xRxR

ot la dissipation vérifie

2
Dissi(f,p..6) = (7.9~ (20 = ) ) (U= S0y (218)
Ce genre d’estimation qui va controler I’écart entre f, et M, est a rapprocher des inégalités
de type Csiszar-Kullback (voir [4], [5], [73]).

Dans [21], nous prouvons qu’il existe des domaines invariants cinétiques qui sont en
correspondance avec les domaines macroscopiques (voir [186] et [21] pour les définitions de
ces notions). Ceci permet d’avoir un principe du maximum et d’aboutir a la convergence
quand le parametre de relaxation € tend vers 0.

Théoreme 2.2 ([21]) Avec les notations du Théoréme 2.1, pour tout Wi < Wmaz, l€
systéme (1.9) vérifie la propriété que

De={f€D; =0 ou wnin <wip(f,&),u(f,§)) <w2(p(f,&),u(f,§)) < wimas}
(2.19)
est une famille de domaines invariants cinétiques convexes, avec w1, wo les invariants de
Riemann définis par

2\/7K =1 9 T’f -
wi(pu) =u————p T, wyp,u) =u+ —~——p T, (2.20)
v—1 N —
et avec
B L1/ YD)
O 1Vt SN G T (V0 Tt N (0 W
1= 9 ’ ’ (y—1)? 1— e . .
) (2.21)
De plus, les ensembles D¢ sont associés aux domaines invariants de (1.3)
D={(pu) eRT" xR; p=0 0u wpin < wi(p,u) < wa(p,u) < Winas}, (2.22)

au sens ot pour tout (p,u) € l:), M(p,u f) € Dg p p 5 et pour tout f(§) € L*(Re) tel
que f(§) € D¢ p-p- &, (p,u) € D avec (p, pu) = [y f(
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Une estimation des inégalités d’entropie et I’application de la compacité par compensation
de [145], permet d’obtenir le résultat de convergence

Théoréme 2.3 ([21]) Avec les notations du Théoréme 2.1 et notant f. la solution de
cet énoncé avec la méme donnée initiale fO(x,€) € L'(R x R) telle que fO(z,€) € D
p.p. pour des Wmin < Wmaz, €t la borne d’énergie ﬂ]O,oo[XR H(f%x,£),&) dadé < oo, les
quantités (p-,u.), définis par (pe, peus) = [ f-d€, sont uniformément bornés dans L,
et, pour une sous-suite, (pe,p-u:) converge p.p. dans ]0,00[XR quand ¢ — 0 vers une
solution entropique (p, pu) de (1.8) pour n = 1 et 1 < v < 3, avec la donnée initiale

(p°, p"u) = [ fOdE.

2.2 Gaz isentropiques avec condition de bord

Dans [22], nous obtenons la relaxation du modele BGK de la section précédente vers
le systeme des gaz isentropiques dans le cas d’un probleme avec une condition de bord.
Ceci permet de définir une méthode générale pour étudier les limites de relaxation des
systemes de lois de conservation avec une condition de bord et également de montrer
I’existence des solutions pour les gaz isentropiques avec une condition de bord.

Nous étudions donc le systéme (1.3) pour n = 1 et 1 < < 3 avec une donnée initiale

p(0,2) = p°(z), p(0,2)u(0,z) = p°(x)u’(x), x>0, (2.23)

et des conditions de Dirichlet au bord

p(t,0) = p"(t),  p(t,0)u(t,0) = p"()u’(t),  t>0. (2.24)

Il est connu ([131], [113]) que pour une loi de conservation de la forme (1.1) une
condition de bord U(t,0) = Ub(t) pour t > 0 ne peut étre satisfaite partout, ainsi une
formulation faible doit étre introduite. Dans [83], Dubois et Le Floch proposent deux
formulations pour une condition de bord de type Dirichlet en x = 0 : une basée sur des
demi-problemes de Riemann, et une autre basée sur 'approximation du systeme de lois
de conservation par un modele parabolique ou visceux et de voir I'information conservée
a la limite. La formulation obtenue s’écrit alors selon des inégalités entropiques de bord
U(t,0) € E(Ub()), oit E(UP) est I'ensemble des w tels que

G(w) = G(U") —n'(U") - (F(w) = F(U")) <0

pour tout couple (n,G) d’entropie - flux d’entropie tel que 7 est convexe. Dans le cas
scalaire et dans le cas linéaire, il y a équivalance entre les deux approches, voir [16] et
[83] ; il en va de méme dans le cas des systemes pour lesquels les courbes de détente sont
des droites, et pour lesquels il existe un domaine convexe positivement invariant, borné,
dans lequel les valeurs propres restent non nulles. Cependant, ce n’est pas toujours le
cas, comme le montre [16], qui donne une condition sur les systémes 2 x 2 pour qu'ils
soient égaux. [124] prouve que, pour des systemes de lois de conservations généraux, les
conditions de bord provenant d’approximations visceuses contiennent celles en terme de
problemes de Riemann mais que le contraire est faux. Détaillons davantage la seconde
approche qui est celle que nous utiliserons. Pour un systeme strictement hyperbolique
linéaire, la condition de bord doit se trouver dans le sous-espace affine contenant U® et
engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres négatives ou nulles. On
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ne peut donc imposer sur le bord que les composantes de la base de vecteurs propres
correspondant aux caractéristiques entrantes. On peut se référer en premier lieu pour
ce type de problemes a [12], [15]. Dans le cas scalaire, Otto [164] a prouvé que cette
condition de bord entropique faible donne une unique solution. Une des difficultés de cette
formulation est la nécessité d’avoir I'existence de traces. Avec une théorie BV, I'existence
d’une trace forte est vérifiée et ainsi [12] a obtenu le premier résultat d’existence et
d’unicité dans le cas scalaire. Voir ensuite les travaux de [148] pour la dynamique des
gaz en coordonnées lagrangiennes, [106] pour des systemes hyperboliques avec des petites
données initiales, [196] pour un résultat d’unicité, [160] pour le cas de solutions régulieres,
[161] pour le p-systeme et [157]. Pour une approche des lois de conservation scalaire avec
un modele BGK, voir [162]. Cependant, il est plus intéressant d’avoir une théorie L' ou
L et nous utiliserons ces espaces plutot que ceux liés a une théorie BV. Ceci nécessite
donc l'utilisation de traces faibles selon [61].
Dans le papier [22], nous considérons la seconde approche et les inégalités s’écrivent

Gs(p,u) — Gs(p” ub) —ns(p® u®) - (F(p,u) — F(p",u’)) <0, dans ]0,00[;x{0}., (2.25)

ol F(p,u) = (pu, pu® + rp7) est le flux du systéme, les barres désignant les traces faibles.
Comme nous prenons en compte le cas du vide p® = 0, et puisque la fonction ng n’est pas
différentiable en 0, nous proposons une extension de cette formule.

Nous considérons toujours (1.9) pour k =2, a({) =&, n=m =1et 1 <7 < 3 et avec
les conditions

f0,2,6) = fz,6), x>0, £€R, f(t,0,) = f'(t.€), t>0,€>0.  (2.26)

Notons que & > 0 correspond aux vitesses entrantes.
Nous prouvons l'existence d’un solution pour ce probléeme puis nous étudions la limite
de relaxation et obtenons le résultat suivant.

Théoréme 2.4 ([22]) Soit k = 2, a(§) = &, n = m = 1. Soit p°, ub € L>(]0,00),
p? >0, et notant f. la solution de (1.9), (2.14)-(2.15) et 1 < v < 3 avec une donnée
initiale fO(z,&) € L'(]0,00[xR) et une condition de bord selon (2.26) avec f°(t,€) =
M(pb(t),ub(t), &) telles que fO(z,€) € [)5 p.p. x, & phoub € D p.p. t pour des wimin <
Wimaz, €t la borne d’énergie ﬂ"]o’oo[xR H(f%x,€),&) dede < oo. Alors (pe,u.), définie par
(pe, peue) = [ fodE, reste dans D et est donc uniformément bornée dans L, et pour
une sous-suite, (pe, peue) converge p.p. dans ]0,00[x]0, 0o[ quand e — 0 vers une solution

entropique (p, pu) de (1.3) pour 1 < v < 3 qui reste dans D avec une donnée initiale
(p°, p'u®) = [ fOd¢ et une condition de bord

Gs(p,u) — Gs(p’,ub) — Ts(p® u®) - (F(p,u) — F(p*,u’)) <0, dans]0,00[;x{0},, (2.27)

N I o [ S+ a,p’2) + (Ba,p’z — u)S (u+ ayp’z2))
ot Ts(p,u) = J_/\/—1(1 —2%) < S'(u+ ayp2)) dz, et

Ts(pb, ub) coincide avec ns(p°, ub) quand p* > 0 et Jy = fjl(l —2H M dz.

Passons maintenant aux travaux dans le domaine des limites hydrodynamiques ef-
fectués depuis la these.
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3 Limite hydrodynamique avec une seule entropie
compatible

Dans les travaux précédent, comme dans le cas de [186], une donnée importante pour
justifier la limite hydrodynamique était I'existence d’extension cinétique au sens de (1.12)
pour toutes les entropies n. Ceci limite forcément le choix du modele cinétique qui va
approcher I'équation fluide. D’autant que dans les modeles les plus physiques, une seule
entropie possede une extension cinétique. Dans ce qui suit, nous proposons une méthode
pour justifer le limite de relaxation dans le cas o1 une seule entropie possede une extension
cinétique.

La méthode de DiPerna [76], utilisant la technique de compacité par compensation de
Tartar [188], pour établir la convergence des solutions approchées pour les systemes hyper-
boliques non linéaires de lois de conservation en dimension un est classique maintenant.
Brievement, elle consiste & multiplier par n’(U.) une équation visqueuse 0,U. + 0, F (U.) =
€02, U., ce qui donne, notant G le flux asssocié a I'entropie 7,

O (Uz) + 8. G(U:) = €87, (n(Uz)) — en(Us) (8:Ue)*. (3.28)

Si I'une des entropies n vérifie n”(U.) > a > 0, on obtient

0Vl < =
Ceci entraine alors pour toutes les entropies que €92, (n(U.)) = /20, (/' (U.)\/€0,U.) tend
vers 0 dans H,,! et que en’(U.)(9,U.)? est bornée dans L}, . Par un lemme de Murat
[153], on conclut alors que 9;n(U.) + 8,G(U.) est compacte dans H,,! et la compacité par
compensation de Tartar permet de conclure a la convergence de la suite (U,).

Cette méthode a été utilisée ensuite principalement pour des équations avec viscosité
et des approximations numériques. Cependant établir des résultats similaires pour des
modeles de relaxation comme ceux introduit dans [64] n’est pas résolu en général. Pour le
cas scalaire, voir le compte rendu de [190]. Dans [189], a partir d’inégalités d’énergie tres
particulieres, Tzavaras obtient une estimation du gradient des solutions approchées de la
forme (3.29) ou ¢ est le parametre de relaxation. (Voir aussi [118] et [117].)

Le travail que nous avons obtenu dans [23] et que nous présentons dans ce qui suit
a ainsi pour motivation de généraliser cette approche a des modeles cinétiques de type
BGK ayant une seule entropie avec une extension cinétique. Il est a noter en particulier
que pour obtenir 'estimation du gradient (3.29), nous avons en particulier établi un
nouveau lemme de moyenne particulierement adapté au cas des équations avec un terme
de relaxation BGK.

(3.29)

3.1 Le modele BGK avec une seule entropie ayant une extension
cinétique
Nous nous intéressons a la limite des solutions approchées (p., p-u.) = U. = [ f.d§
R

ou f. est solution de I'équation cinétique (1.9), avec k = 2, a(§) = &, n = m = 1 et
la Maxwellienne (2.14) pour 1 < 7 < 5/3 et 0 < 6 < 1, vers les solutions du systéme
de la dynamique des gaz isentropiques (1.3). Notons bien que la relation (2.15) n’est pas
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supposée. Ce choix particulier est le seul cas possedant des entropies cinétiques H, qui
sont des extensions cinétiques des entropies n pour toutes les entropies. Dans le présent
travail, une seule entropie cinétique va exister, celle associée a ’entropie correspondant a
I’énergie physique du systeme. L’entropie et son flux associée sont

n°(p,u) = pu’/2 + pY,  G(p,u) = (n°(p,u) + Kp")u, (3.30)

v—1

2
et 'entropie cinétique associé H (f, ) définie par (2.16) dansle cas 6 < 1,et H(f,§) = % 0

dans le cas @ = 1. La schéma de la preuve est d’obtenir une estimation du gradient de la
forme (3.29) a l'aide d'un lemme de moyenne puis d’obtenir une estimation de la forme

HME - szszg < C\/E, (3.31)

en utilisant la seule entropie ayant une extension cinétique et finalement de coupler ces
deux estimations afin de controler toutes les inégalités d’entropie selon

onUe:) + 0, G(U:) = myy . + R, (3.32)

avec R,. — 0 quand ¢ — 0 dans T/Vl;cl P pour tout 1 < p < oo et m,. des mesures
négatives locallement bornées, uniformément en €. Finalement la compacité par compen-
sation permet de conclure a la convergence des solutions approchées.

Le résultat obtenu est le suivant.

Théoreme 3.1 ([23]) Soit k=2, a({) =& n=101=1. On suppose que 1 <y <5/3, et
que la solution f. de (1.9) avec (2.14), pour une donnée initiale f° telle que f°, H(fP)

sont bornées dans L, et avec || f2|| mm, xre) < —, vérifie
' £

‘fa‘v ‘M[fs]‘ S F7 |(f6)1| S A(f€)07 |(M[f€])1‘ S A(M[fa])07 (333)
suppe fe, suppe M[f.] C B(0,Q), (3.34)
p=(t,x) > nrr pour 0 <t<T, —R<x <R, (3.35)

avec F', A, Q, nr.r > 0 des constantes indépendantes de . Alors notant U, = (pe, p-u:) =
fR fed€, il existe une sous-suite telle que p. — p et p-u. — pu p.p., avec (p, pu) une
solution de (1.8) de donnée initiale (p°, p°u’) = w-lim [ f2d§. En ce qui concerne les
entropies, la solution limite vérifie

O n(U) + 0, G(U) = m, € Mioe (3.36)
pour toute entropie 1. La mesure m, est négative pour n = n°.
Supprimer les hypotheses (3.33)-(3.35) reste un probleme ouvert pour 'instant. Détaillons

les idées utiles pour montrer ce résultat. Commencons tout d’abord par le lemme de
moyenne annonce.
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3.2 Un lemme de moyenne adapté aux équations BGK

Nous reviendrons plus en détail sur le contexte des lemmes de moyenne dans la section
7.1. Le lemme obtenu ici est adapté au cas d'une équation avec un second membre de type
BGK. Afin d’obtenir le plus de régularité possible, nous utilisons une transformation de
Fourier dans la variable = seulement suivant l'idée de [44].

Théoreme 3.2 ([23]) Soit a € L2 (R™,R™) et v € L*(R™), telle que pour des valeurs
de K>0et0O<a<l, onait

Voe S VzeR, Vn>0, / 1(&)|? d¢é < Kn™. (3.37)
z<a(€)-o<z+n
Soit f € C([0,T], L*(R} x RY")) solution de

O f +dive[a(§) f] = +g dans 10, T[xR} x R, (3.38)

avec g,h € L*(]0, T[xR} x RY) et pour des données initiales f(0,.) = f°. Notons

pult,z) = | f(t,z,&)¥(g)ds € C([0,T], L*(RY)). (3.39)

RM

Alors, pour p.p. k,

( / NERY
(/!f%?df) s (/Wdé) (//\hﬁdtdf)é
([ )" ([ o) ([ o)

o (/OT/ |ﬁ—f|2dtd§)a/4

1 T A 5(1
2
+m (/0/|h| dtd&)
Notons que pour o = 1, ceci donne une estimation dans H;/ 2, Appliquant ce résultat
vectoriellement avec a(§) =€ et ¢ € C.(R), 0 < 1) < 1, telle que ¢ = 1 sur le support en
¢ de f., (3.37) est vérifiée avec a =1, K = 1 et py = [ f0(§) d§ = U.. Avec h = M|f.]
et g = 0, nous obtenons
1/2
] . (3.41)

2
Ltz{

1/2

1—a)

<
— ‘k‘a/Q

(3.40)

U2, < C | 1£2Msz, + IMILIIE.

0,T[xR)

[=

Ceci montre comment la structure BGK est préservée au maximum tout en conservant
une régularité H'/2.
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3.3 Estimation du gradient et convergence

La premiere étape de la preuve du Théoreme 3.1 consiste a prouver (3.31) ce qui
provient d'une étude tres technique de la dissipation d’entropie. Combinant ceci avec le
lemme de moyenne de la section précédente (3.41), il vient

||U€HH;/2(}O,T[><]R) <Cr 5_1/4~ (342)
Pour A\ > 1, M(.,&) est Lipschitzienne et on trouve
HCR(:E)M[fE] ||H;/2(]O,T[><RI><]R§) < C1T,R 5_1/4 (343)

avec (r(z) € C°, (g > 0, tel que (r(x) = 1 pour —R < z < R. Utilisant la formule des
caractéristiques, on obtient

HCR(:E)fEHH;NGO,T[X]RIXRE) < CT,R 571/4' (344)

Utilisant a nouveau le lemme de moyenne, il vient

ICrOUEll 2, < Crog |2 + €410, U ||1/2 , (3.45)

C
ce qui donne / / 10, U.|* dtdx < —LE Multipliant I’équation cinétique par &, appli-
5

}OvT[X]vaR[
quant le lemme de moyenne et utilisant 6,U. + 9, [ {f. d§ = 0, nous prouvons finalement
les estimations de gradient suivantes : il existe des constantes Cr r > 0, indépendantes de

g, telles que

0, U.|? dtdz + // |0,U.)? dtdx <% (3.46)

10,T[X]—R,R[ 10,T[x]—R,R[

Nous adaptons ensuite la technique de DiPerna. Intégrant (1.9) par rapport a &, il vient

QU. + 0, F(U.) = 0, /5 [f.] — f.) dé. (3.47)

Pour toute entropie réguliere, ceci entraine
- a / 5 f € f € 5

= —U//(UE) : aCEUE : /Rf(M[fs] - fs) dﬁ + ax |}7/(UE) : /Rf(M[fs] - fs) d€ .

Le premier terme de cette décomposition fournit des mesures bornées dans M,,. uni-
formément par rapport a ¢ selon

/[ v

10,T[x]—R,R|

< Cll0:Uell2gorix)-rrpIMLfe] = fellrz < Crig.

i3

(3.48)
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Le second terme vérifie
n'(U.) - / §(M[f] — f-)d§ — 0 dans L}, quand € — 0. (3.49)
R

Nous obtenons ainsi des estimations de la forme (3.32) et la compacité par compensation
selon [145] permet de conclure.

Dans la section 12, nous étudierons la convergence d’un schéma numérique associée a
ce modele.

4 Meéthode d’entropie relative par contrdle du flux
relatif

Dans cette section, nous présentons une autre direction de preuves pour ce type de li-
mites hydrodynamiques. La technique proposée est de type entropie relative et est générale
a partir du moment ou le systeme étudié possede un controle du flux relatif par 'entropie
relative. Cette technique permet de bien séparer les effets de la dissipation cinétique du
controle des non-linéarités. Nous illustrerons ensuite cette technique sur deux exemples
significatifs, celui ou le systeme limite est la dynamique des gaz isentropiques, et celui de
I’équation de Boltzmann discrete vers les équations d’Euler. Commencons par présenter
le premier cadre de travail.

4.1 Limite hydrodynamique sans hypothese de support en vi-
tesse

Nous nous intéressons a la limite d’'une équation de type BGK ou Fokker-Planck vers
la dynamique des gaz isentropiques. Les équations cinétiques considérées sont donc

Of.+ € Vol t F(2) - Ve = 2 (4.50)

avec f. = fo(t,x,&) € R pour t € RT, 2,£ € R™ (m = n). Le terme de force F' : R — R"
est supposé donné. Pour le modele BGK,

Qf =My — [, (4.51)

ou la fonction d’équilibre M/ est définie par

Mf(tv‘r7§) = M(p(t,a:),pu(t,x),f), (107 pu)(t,a:) - /Rn(lag)f(twrvf) df, (452)

et la Maxwellienne M : RP x R" — R donnée par

n—+2
M(p, pu,€) = Lju-ginse,p  POW Y= ——, (4.53)
2y /2
M(p, pu,§) = c (—10“ — €= U\Q) sinon, (4.54)
v +
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avec d = 2/(y — 1) — n. L’entropie cinétique est

H(ﬁ&)z@ : pourvznZQ, (4.55)
H(f,§) = @ L sinon. (4.56)

2 2211 +2/d

Voir [40] pour plus de détails sur ces modeles. L’équation de Fokker-Planck s’écrit quand
a elle

Qf = dive((§ — u)f + Vef), (4.57)
ou
(ppu(tn) = [ (et de (4.58)
Rn
L’entropie cinétique est ici .
H(1,€) = (I +1n ). (459)

Finalement la limite hydrodynamique attendue est (1.3) avec ajout d'un terme de
champ externe, a savoir

Op + divg(pu) =0, teRY zeR", (4.60)
O(pu) + div,(pu @ u+ Ip") = pF, te Rt zeR", '
our 1 <~ < 2£2 ¢t le champ externe de force F. Ientropie associée est
P vy < p p
U2
n(p, pu) = p— + h(p), (4.61)

2

avec h(p) =

1
1p7 pour v > 1 et h(p) = plnp pour v = 1. Notons que le cas n = 2,

v=2et Z' = F ou Z est la topographie correspond au systeme de Saint-Venant avec
topographie.

Les résultats obtenus (voir [30]) sont locaux en temps car valables sur l'intervalle de
temps pour lequel la solution de (4.60) reste réguliere. Il est a noter que 'on considere ici
des gaz compressibles et méme l'existence d’'une solution de (4.60) apres les chocs n’est
pas connue dans le cas multi dimensionnel.

L’équation de Fokker-Planck permet de traiter le cas isotherme (v = 1) et I"équation
BGK considere les autres valeurs de 7.

Le principal résultat [30] obtenu dans ce cadre est le suivant.

Théoréme 4.1 ([30]) Soit F' € C*(R") N L>®(R™). Soit (p°, p°u’) € LY(R™) la donnée
initiale d’une solution U = (p, pu) € C*([0, T[xR™) N L} ([0, T[xR™) de (4.60) telle que
p > 0, p, u, Opp, Opu sont bornées par rapport a (t,x) et pu?, h(p) sont integrables

par rapport a (t,z). Considérons une famille de données initiales cinétiques f° vérifiant
f2e LYR*™), H(f2,¢) € LY(R*"). Supposons qu’elles vérifient

[ R HUL ) g (P, P W (24 1Y) dans LHRY).

Soit f. la solution de l’équation BGK (4.50) et (4.51) pour 1 < v < n/(n+ 2) ou la
solution de l’équation de Fokker-Planck (4.50) et (4.57) pour le cas isotherme (v = 1).
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Posons (pe, petie) = [pu(1,€)f-dE. Alors p. converge fortement dans C°(0,T; LY (R™))

vers p pour tout 1 < p < ~y et p.u. converge fortement vers pu dans C°(0,T; L (R™))
pour tout 1 < q < 2v/(v+1).

Il est a noter qu’aucune hypothese sur le support en £ des f. n’est utile. Tout est
controlé par la borne sur ’énergie.

4.2 Une méthode générale de preuve

Présentons maintenant en détail la technique. Elle est de type méthode d’entropie re-
lative. L’utilisation d’entropie relative a été utilisée pour le principe d’unicité faible-fort et
la stabilité établie par Dafermos [67] et DiPerna [75] pour les systemes de lois de conser-
vation hyperbolique multidimensionnels admettant une entropie convexe, et également
pour les systemes de particules et la dynamique des gaz raréfiés (voir Yau [197], Golse,
Levermore et Saint-Raymond [100], Saint-Raymond [183], Olla, Varadhan et Yau [163],
Goudon, Jabin et Vasseur [108]). Ceci porte aussi le nom d’énergie modulée (voir Brenier
[49], [50] et Masmoudi [152]). Elle est proche également des solutions dissipatives pour
I'"équation d’Euler de Lions [140]. Le lecteur intéressé pourra consulter également sur cette
technique les articles [53], [123], [134].

La méthode de preuve que nous proposons est en fait assez générale et peut étre utilisée
pour d’autres problemes des que des hypotheses de structure au niveau cinétique et au
niveau du systeme limite sont vérifiées. Nous allons maintenant présenter le schéma de la
preuve afin de faire ressortir ces hypotheses de structure.

Considérons les lois de conservation

QU + div, F(U) = Q(U, z), (4.62)

avec U(t,r) eU CR* pourt e RY, x € R", F: U — R* et Q : U x R* — R*. Supposons
que ce systeme possede un couple d’entropie-flux d’entropie (n,G) avec n € C*(U,R)
convexe. Considérons 1'équation cinétique un peu plus générale que (4.50), a savoir
Q(fe, €
atfs+€'vxfs+Q(fs) = (78)’ (463)
avec f. = fo(t,x,§) € R pour t € RY, z,£ € R" (m = n) et ¢ un opérateur linéaire,
Q:RxR" = Reta:R"— RF oule terme de collision Q satisfait

/ a(&)Q(f, &) dé =0, pour tout f € R. (4.64)

Supposons que ce systeme possede une entropie cinétique H : R x R® — R qui soit
compatible avec I'entropie 1 du systeme hyperbolique au sens suivant

& [ agacin < [ rwoew.as (4.65)
Uit.) = [ al€)f 0, (4.66)

et
o < [ (g de (4.67)
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Finalement, on demande & ’entropie de controler les flux, a savoir

| (@l +la@ @ ¢l)rds+ [ a@ats d&' < /R (FHHEQ) e (468)

Suivant les notations de Dafermos, pour toute fonction ® € C'(R¥) de U, la quantité
relative associée sera notée ®(-|-) € CO(R* x R¥) :

O(U1|Uy) = ®(Uy) — (Usz) — VO(Us)(Uy — Us). (4.69)
Le résultat abstrait [30] que nous obtenons et qui soutient la méthode est le suivant.

Théoréme 4.2 ([30]) Soit U € [C([0, T xR™)]* une solution forte sur [0, T] du systéme
hyperbolique multidimensionnel (4.62), systéme possédant une entropie n convexe de classe
C?, avec une donnée initiale U°. Supposons que U, 1/ (U) et 9,1/ (U) sont bornées et que
U et n(U) sont intégrables par rapport a x. Soit f. solution de I’équation cinétique (4.63),
satisfaisant (4.64)-(4.68) et f. + H(f-,&) integrable par rapport a x et & pour tout t.
Posons

Ut0) = | al©fi(t.z.€)de.

Supposons la convergence des données initiales
/ n(U2|U°) dx < Cov/e, (4.70)

et la compatibilité des données initiales

[ H(12.€)de - (D) < o, (@11
Supposons le controle des quantités cinétiques selon
/ /n §® &) f- dg’ dx dt < Ci/e, (4.72)
T
[ [ Jeweor+ [ a@utr)ae| aear < cive (473

et le controle des flux relatifs et des termes sources par ’entropie relative selon

|F(U|U)| < Co n(U|U), (4.74)

Q)Y (Ue|U) + [Q(U:) — QUU)|(n'(Ue) — ' (U))] < Ca n(Ue|U), (4.75)

avec Cy et Cy des constantes positives, alors on obtient, avec C' une constante, la conver-
gence de U, vers U selon

/ n(U|U)(t,z) dx < C\/e pour tout t € [0,T). (4.76)
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Ce résultat fait apparaitre pour quels systemes notre technique de preuve va pouvoir
fonctionner, a savoir qu’il faut les conditions de structure (4.74) et (4.75) pour le systeme
(4.62), c’est-a-dire principalement le controle du flux relatif par 'entropie relative. Ce
résultat montre également quelles équations cinétiques vont pouvoir fonctionner pour la
limite hydrodynamique avec notre technique, a savoir les équations cinétiques (4.63) dont
la dissipation d’entropie entraine les estimations (4.72) et (4.73). Notons que ce résultat
permet de séparer les effets de la dissipation cinétique du controle des non-linéarités. No-
tons également qu’en ce qui concerne le systeme limite, seule sa structure propre intervient
et pas le choix de I’équation cinétique qui ’approche. Plus précisément, pour appliquer la
méthode, le systeme doit vérifier les hypotheses de structure :

[F(VIU)| < Can(VIU), VUV (4.77)

QU (VIU) +[Q(V) = QU)W (V) =n'(U)] < C2 n(V|U), VUV, (4.78)
ceci indépendamment de ’approximation cinétique utilisée. Pour ces systemes, il convient
alors d’utiliser une équation cinétique pour laquelle, on obtient une dissipation de la forme

(4.72) ce qui par exemple dans le cas d’équation BGK revient a savoir si la dissipation
d’entropie va entrainer une estimation de la forme

I L

Cette derniere inégalité est alors purement cinétique.

5®meﬁ—ﬁm4mmsoma (4.79)
5

Le schéma de la preuve de ce résultat est donné par le calcul de I’évolution de I’entropie
relative

o [ nUU) + | H(fe, &) d€ = n(Ue) da
R~ R

—/ n'(U) - [0,U. + div, F(U.) — Q(U.)] dx

IN

= [0, [0(U)] E(UL|U) de
ik
+ - Q)N (U.|U) dx

+/H[Q(U5) - Q(U)](n/([]s) . n/(U)) d.T,

et celui des moments de f., a savoir

Q,U. + div, F(U.) — Q(U.) = div, (F(UE) — | ¢wa@)f. d§>

R”

| [ @tz ae + o]
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Notant A, =n(U|U) + | H(f., &) dé —n(U:), 'inégalité suivante est alors obtenue
R”

% Aoy < cw) (/

+/n Q(Ue)+/

+202/ n(U:|U) dw),

F(U.) — £ ®a( fadf‘ dx

Rn

a(©)q( ) ds' dz

n

ce qui entraine alors, pour ¢ € [0, 7],

/ A (t,x) dx
¢

< [ AL[0,z) dx—i-QC'(U)C'l\/E—i—QC'(U)C’g/ A (s,x)dx ds,
0

R7 R™
et un lemme de Gronwall permet de conclure.

4.3 Application de la méthode pour les gaz isentropiques

Montrons maintenant que le systeme des gaz isentropiques (4.60) vérifie les hypotheses
de compatibilité de structure et que les equations cinétiques (4.50) associées a (4.51) et
(4.57) entrainent bien les propriétés de dissipations souhaitées.

Tout d’abord, en ce qui concerne le systeme (4.60), le flux relatif du systeme

F((p1, prur)|(p2, pauz)) = (0, p1(ur — u2) ® (ur — uz) + h(p1|p2)1) (4.80)
est bien controlé par I’entropie relative
P
n((p1, prua)|(pz, p2u2)) = 51\“1 — o] + h(p1]p2). (4.81)

Maintenant, intéressons-nous aux dissipations d’entropie des solutions cinétiques. Tout
d’abord, dans le cas des modeles BGK, les entropies (4.56) sont bien compatibles avec 1’en-
tropie n du systeme des gaz isentropiques au sens de (4.65)-(4.67). Le calcul de ’évolution
de I'entropie cinétique donne

AT
Z/O /n

et nous obtenons le controle de la dissipation suivant.

Proposition 4.3 ([30]) Soit f. solution de l’équation (4.50) avec (4.51) pour des données
initiales f° bornées dans L'(R*™) et telles que

// IEPf2(z, €) dé dx < C° < oo. (4.83)

Alors il existe C,, telle que, pour tout € < 1,

I

€® fedf' dx dt

[ eoa@ir - fydeasa. s

£@al&)(Mf. — £.)de| dudt < Cov/e.
-
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Nous obtenons une estimation similaire dans le cas de 1’équation de Fokker-Planck.

Notons pour finir cette partie que le systeme d’Euler complet (1.2) ne vérifie pas (4.74)
et la méthode ne peut ainsi s’appliquer directement pour la convergence de 1’équation de
Boltzmann vers le systeme d’Euler complet. De plus, le probleme du controle des grandes
vitesses cinétiques se pose aussi dans ce cas afin d’obtenir (4.72) et (4.73).

Néanmoins, la méthode proposée dans ce travail se révele assez solide pour s’adapter
au cas de la convergence de Boltzmann discret vers un systeme de type Euler, c’est 'objet
de la section suivante.

5 Boltzmann discret vers Euler

5.1 Modéle de Boltzmann discret

Les équations de type Boltzmann discret ont été beaucoup étudiées (voir Cabannes,
Gatignol et Luo [54] ou Platkwoski et Illner [177] et les références contenues dans ces
articles) car elles offrent des simplifications appréciables et proposent malgré tout de
bonnes similarités avec le modele continu. Le probleme de 'existence de solutions aux
équations de Boltzmann discretes a été étudié, aussi bien dans le cas de la dimension un
en espace [14], [37], [114] que du cas multidimensionnel [38], [89].

Les équations de Boltzmann discrete en vitesse s’écrivent selon

1 .
atfz+§zafo:ng(f>f)a pourz:lw"?Na (584)
avec le noyau de collision

Qilf. )= Sunlfefi— fif), (5.85)

ki

et pour un nombre de vitesses N > 3. Le systeme de loi de conservation attendu a la

limite est
Op + 0 (pu) =0, te Rt z R,
Or(pu) + 0. (pE) =0, teRT zeR, (5.86)
O (pE) + 0.(pJ(u, E)) =0 teRY zeR.

Il s’agit d'un systeme de la forme d’Euler avec la fermeture pour J(u, E)) donnée par

i](u, E)= alﬁ
a

ou v est telle que u = Jy(Inv)), E = d.(In1)), ce qui a bien un sens grage

Lemme 5.1 ([29]) La fonction In est réquliére et strictement convexe et lapplication
T:(bc) — (u, E) définie par

T(b,c) = Vb Intp(b, c)
est un Ct difféomorphisme de R* vers U ’ensemble des valeurs admissibles pour (u, E).

La limite hydrodynamique € — 0 a été justifiée dans le cas du modele de Broadwell par
Calfisch et Papanicolaou [56] et la limite en temps grand de (5.84) vers des Maxwelliennes
a été obtenue dans les travaux de Beale [14] et Kawashima [125].

26



Nous faisons les hypotheses suivantes sur le modele. Les coefficients d’interaction S;j
vérifient des propriétés de symétrie et de reversibilité,

Sijkl = Sjikls Sijkl = Sijlks (5.87)
Sijkt = Skiij (5.88)

et afin qu'une collision élastique (7, j) — (k,[) conserve la masse, la quantité de mouve-
ment et ’énergie, on suppose

S +& =& + &5, GHE=E+E s Su#0. (5.89)

Ceci implique sur le modele,
> Qi=0, > &Qi=0 ) £Q;=0, (5.90)

ce qui entraine les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de

’ . . . s . . , . . . 2
I’énergie au niveau cinétique. Considérons la matrice de collision B € {—1,0, 1}V ¥
définie par

Biji= Bijj = —Bijjr=—Biju=1  si Syu#0,
Bij k= 0 sinon.
Les relations (5.90) impliquent que (1,---, 1), (&1, -+, &n) et (&3, -+, £%) sont dans le noyau

de B. Nous ferons ’hypothese suivante :

Ker(B) = Vect {(1,---,1), (&, -, &n), (&1, - -, &%) } et dimKer(B) =3, (H)

ce qui signifie que le modele ne possede pas d’autres lois de conservation. Définissons enfin

I’entropie de f par
N
= Z Jiln fi.
i=1

Le résultat de convergence que nous obtenons s’énonce de la fagon suivante.

Théoreme 5.2 ([29]) Soit (po, uo, Fo) une fonction Lipschitzienne sur R a valeurs dans
R x U telle que Uy = (po, poto, poFo) et n(po, pouo, poEo) sont dans L'(R) et 0,U, €
L*(R) N L>®(R). Alors il existe un intervalle de temps mazimal T* telle que la solution
(p, pu, pE) du systeme limite (5.86) avec la donnée initiale (po, uo, Eo) reste Lipschitzienne
sur [0, T*[xR. Notant M la Mazwellienne associé a (p, pu, pE). Soit f° € (LY(R))N a
composantes positives et vérifiant H(f°) bornée dans L'(R). Notons f. la solution de
(5.84) avec donnée initiale 2. Si fO converge fortement vers MO, Mazwellienne associée
a (po, uo, Eo), au sens

/ H fo\M dx - 0,
alors f. converge fortement vers M pour tout T < T* au sens

sup / H(f.|M)(t, x)dx 6:>00,

0<t<T JR
avec

H(flg) = Zlenfz/gz (fi —9:) > 0.

Présentons les idées de la preuve de ce résultat.
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5.2 Estimation de la dissipation d’entropie et limite vers Euler

Notons n(U) = H(M(U)) lentropie du systeme, la relation suivante a lieu : il existe
C > 0 telle que _ _ _
|F(UIU)| < Cn(U|U) pour tout U,U € U,

avec F le flux du systeme (5.86). Le critere de comparaison du flux relatif et de I'entropie
relative au sens de la section 4.2 est donc bien réalisé et le mise en oeuvre de la méthode
est possible.

Il reste a voir en quoi la dissipation d’entropie, qui s’écrit ici

D(f) = i% Sijki In (%) (fufr = fif;) =0, (5.91)

permet d’estimer I'écart entre f. et M.. Nous prouvons le résultat assez technique suivant.

Proposition 5.3 ([29]) Il existe une constante C' telle que pour tout f € RN, nous avons

Z\fi—Mi\ < CVD(f), (5.92)

avec M = M(Pf) la Mazwellienne associée et Pf = Zij\il(l, &, &N [

Montrons que la méthode de la section précédente peut s’étendre a cette étude discrete.

Utilisons les notations suivantes : f. pour la solution de (5.84), U. = (pe, p-te, p-E.) =
N

Pf.=> (1,6, &) (f)i, Mo = M(U.), V : RN — R avec Vf; = &f; pour i = 1,--+ | N,
i=1
s(y) = yIny, U pour la solution réguliere du systeme limite et M = M (U) la Maxwellienne
associée.
Nous obtenons les deux relations d’entropie

N N

00> (fo)iln(fo)i+ 0n D &(fo)in(fo): + D(gf‘f) =0, (5.93)
=1 =1
ot N N
0y MM+ 09,y &M;InM; =0, (5.94)
=1 =1

ce qui permet de d’écrire I’évolution de 'entropie relative entre f. et M :

D(fe)

€

N
@{H(]HM) + 8x Z fzs((fs)l‘ﬁl) +

= oo (1.~ ) o (a0 (1. - VD),

Suivant I'article [191], nous obtenons

an oM

8U(U) * W = W(M(U)) - f, pour tout w € R, f € RY tels que w = PF,
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ol * est le produit scalaire dans R? et - celui dans RY, ce qui entraine

— ) (aUn@ «P(f. m) o, (aUn@ «P(V . — vm).
(5.96)

Utilisant alors les équations d’évolution et le fait que n est une entropie, ceci se réécrit
sous la forme

D(£.)
< (5.97)
= ~(U)0,(0) » (F(UIT) + P(V f. = VML) ).

N
OM(TT) + 0, Y &is((S0INT) +

Ceci entraine une estimation en ¢ de la dissipation d’entropie

t
/ /D(fs) dvds < Cle, pour 0<t<T, (5.98)
o Jr
avec
0 01770
cg =sup ([ H(2ITT)w) do)
e R
+4Crmax(1, sup [€2])sup </ 2(x) dac—l—/Ho(x) da:).
i=1,--,N 5 R R

Utilisant B _ o

|F(U|U)] < Cin(Ue|U) < CrH(fe[ M),
et

|PV(f. — M.)|* < Colfe — M.|> < C3D(f.),

par la Proposition 5.3, nous aboutissons a
[ D ) do
< /RH(fEO]MO)(x) dr + Cy /Ot/RH(fE\M)(s,x) dxds+ 04\/07%5
ce qui, par un lemme de Gronwall, donne

sup /H{H(fs\ﬁ)(t, x)dr < (/RH(ff]MO)dx—l—Cg,\/E) et

0<t<T

6 Limite en champ fort
Dans cette section, nous étudions maintenant une variante de la relaxation du modele

BGK de la section 1 dans le cas scalaire £ = 1 qui présente des intéréts dans une optique
des semi-conducteurs. En effet, récemment, différents scalings de ’équation de Vlasov ont
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fait apparaitre de nouveaux modeles (voir [3]) et en particulier le cas des équations avec
un champ fort. Les premieres études de tels modeles sont [178] et nous renvoyons a [159],
[70] et leur références pour de tels problemes. Des problémes similaires se situent dans le
domaine des champs magnétiques forts ([90], [105], [184]), des limites quasi-neutres pour
les plasmas ([111], [49]) et de la friction forte ([120]).

6.1 Limites de relaxation BGK avec champ fort

Dans cette section, nous étudions la limite en champ fort de modeles cinétiques vers
les lois de conservation scalaires. Plus précisement, il s’agit de la limite quand ¢ — 0 du

modele BGK
F _
(z) Of = XPTf, (t,z,8) € R x R" x R, (6.99)

O f + divy(a(x, &) f) +

avec y définie par (1.7) et
pltoa) = [ St € de.
R

On suppose que le champ de vitesse a : R" x R — R™ (m = 1) et le champ de force
scalaire F' : R" — R sont donnés.

Le point important est que le terme F'/e modifie la limite hydrodynamique obtenue.
En effet, dans le cas traditionnel, c¢’est-a-dire avec F' = 0, la limite est

p
Op + div, A(z, p) =0, Az, p) = / a(z,u) du. (6.100)
0

tandis que dans le cas F' # 0, nous prouvons que la limite est
Op + div, B(z, p) =0, (6.101)

avec S
B(z,p) = / / a(z,v+ F(x)u) e ™ dudv. (6.102)
0 Jo

De plus, nous proposons une tres légere prise en compte d’effet “quantique” au sens ou il
est permis a la distribution cinétique f de pouvoir changer de signe tout en obligeant les
observables macroscopiques, tels que la densité p(t,x) = [ f(t,x,§) d, & rester positifs.
En effet, ceci fait penser a la fonction de Wigner qui ne reste pas positive avant le passage
a la limite semi-classique. Un second lien est que l'opérateur de Wigner vérifie a la limite
orNU] - f = —0,U - Oc f, et le terme limite est justement le terme de force.

Un autre aspect nouveau de ce travail est que I’équation scalaire obtenue étant modifiée,
I’équilibre thermodynamique 1’est également : quand ¢ — 0, la distribution f ne converge
pas vers la Maxwellienne x, mais vers une Maxwellienne modifiée M,,.
Il nous semble également qu’il s’agit de la premiere preuve de convergence d’équations
cinétiques vers des lois de conservation avec un flux dépendant de x.

Nous prouvons les deux résultats suivants.

Le premier est multi-dimensionnel mais limité au cas F(x) = F.

Théoréme 6.1 ([28]) Soit f© € L'(R" xR), F € R constant et a € Cp' (R™ x R). Alors
pPe = fR fed€, ou f. est la solution du modele BGK (6.99) avec la donnée de Cauchy
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f-(0) = f°, vérifie que p. — p dans L'([0,T] x K), pour tout compact K de R™, avec
p solution de (6.101) pour B définie par (6.102) avec p(0) = p° = [ f°d&. De plus, la
fonction de distribution f. — M, dans L*([0,T] x K x R)) pour tout compact K de R".
En particulier, nous obtenons les entropies de Kruzkov

VkER, dlp— k| +div, ((B(x, p) — B(z, k) sen(p — k))
+(div, B)(z, k) sgn(p — k) < 0. (6.103)

Le second autorise une dépendance en = de F'(z) mais est seulement en dimension un.

Théoréme 6.2 Soit f© € L'(R x R), F € CL(R), F' € L'(R), et a € C;"' (R x R).
Soit p. = fR f-d€, ou f. est solution du modéle (6.99) avec une donnée initiale f°. Nous
supposons de plus que

(/ |f(t, 2, 8)| d{) est bornée dans L*=(]0, +oo[xR). (6.104)
R e>0

Alors, a extraction d’une sous-suite pres, p. — p dans L (Rt x R™) faible *. La limite p
est une solution faible de (6.101) avec B donnée par (6.102).

Si on suppose que k +— B(x,k) est non-linéaire (au sens qu’il n'existe aucun intervalle
sur lequel la fonction est linéaire), p. — p a lieu pour toute la suite dans L*([0,T] x K))
pour tout T > 0 et tout compact K € R. De plus les inégalités d’entropie (6.103) sont
vérifiées.

6.2 Limite formelle et Maxwellienne modifiée

Présentons tout d’abord la limite formelle afin de voir en quoi le terme de force fort
modifie I'équilibre. Quand ¢ — 0 dans (6.99), il s’avere que la limite f doit vérifier

F(2) 9ef = xp — . (6.105)

L’intégration de (6.99) par rapport a £ donne

) /R £d¢ + div, /]R a(z, €)f d¢ = 0. (6.106)

La question est alors de calculer le flux / a(x, &) f dé en fonction de p = / fd¢. Pour
R R

toute fonction b(z, ), en utilisant (6.105), nous obtenons

/R b, v) F(2) f dE = / (o — F)b(,€) dé = B(zp) — / bz, €) f de,
3
avec B(x,§) = /0 b(x,v) dv. Alors

/R <b($, §) — F(x)ékb(x,@*))fdg = B(z, p).
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Il ne reste plus qu’a resoudre

b(z,&) — F(z) O¢b(x, ) = a(x, §). (6.107)

Si on impose a b de rester bornée, il vient

—+oc0
b(xa 5) = a(x7§) pour F(x) - 07

Le changement de variables v — vF + £ donne
+oo
b(x,&) = / a(xz, & +vF(x))e "’ dv. (6.108)
0

En reportant dans (6.107), on trouve B(z, p(t,z)) = / f(t,z,&)a(z, &) dE et finalement il
R

vient (6.101).
L’équation (6.105) montre que f ne converge pas vers x, mais vers une Maxwellienne
modifiée. Cette Maxwellienne Mj(x, &) doit vérifier

F(x) OcMy(z,§) + My (,§) = xx (7, §), (6.109)
/ My (z, €) de = F. (6.110)

Il vient o
My (z,&) = /o Xe(& — F(x)v)e " dv. (6.111)

Cette Maxwellienne vérifie des propriétés similaires a la Maxwellienne classique y, a savoir
que pour tout k, & € R,

sgn(My,(z,€) — My(x,€)) = sgn(k — k'), (6.112)
[ 1o €) = Moo €)1 de = [k K] (6.113)
/Ra(x,ﬁ)]\/[k(x,ﬁ) d¢ = /Rb(x,f)xk(f) d¢ = B(x,k). (6.114)

Notons que la dépendance ou non de F' par rapport a x va obliger des différences de
techniques de preuves. En effet, dans le cas ou F' est constant, la Maxwellienne modifiée
M;(€) ne dépend pas de x et ainsi, mis a part le terme div, a, My est presque solution de
I’équation cinétique. Ceci permet d’utiliser les techniques classiques par inégalités d’en-
tropie approchées. Dans le cas plus général ou F' dépend de x, la Maxwellienne My (z, &) a
une dépendance inhabituelle en z, les estimations BV ne seront plus vérifiées et il faudra
utiliser des arguments de type compacité par compensation.
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6.3 Technique BV et compacité par compensation

La preuve du premier résultat suit le schéma suivant. Le premier ingrédient de la
preuve est d’obtenir les inégalités

) /R o — My de + divgc/Ra@,s)\fg M de

. 1 1
< /|8th+d1v$(aMk.)\d§ n —/|xp—xpk\d§——/|fs—Mk\d§.
R € JRr € Jr

avec p = [p f-d€ et py = [5 My, d€. Elles proviennent de régularisation de composition
de dérivation [79]. Le terme |0; M}, + div,(aMy)| se borne uniformément dans I'espace des
mesures bornées en supposant que k = k(t,z) € BVj,.(R x R™). Nous obtenons alors,
pour ces fonctions k, la convergence

/ |fe — My|d¢ — |p. — k| — 0, in L'([0,T] x K), K compact de R™.
R

Par approximation BV de p, nous obtenons : s’il existe une sous-suite p. — p dans
LY[0,T] x K) alors

|f- — M,| — 0, in L'([0,T] x K x R). (6.115)

La compacité de la suite (p.) dans C°([0,T]; L*(K')) s’obtient par des arguments de type
BV, le Théoreme d’Ascoli et le procédé diagonal de Cantor. Nous avons donc la conver-
gence de f, vers M,. Passons maintenant aux inégalités d’entropie. Il existe C C R au plus
dénombrable tel que si k € R\ C, {p = k} est négligeable. Alors pour k € C, le passage a
la limite en ¢ se justifie et donne

at/ \MP—Mk|d§+divx/a(x,g)|M,,—Mk\dg+/(divxa)Mksgn(p—k) de < 0.
R R R

Utilisant les relations (6.112)- (6.114), ceci donne

Vk € R\C, Olp— K|+ div, <(B(a:,,0) — B(z,k)) sgn(p — k))
+(div, B)(z, k) sgn(p — k) < 0. (6.116)

Par un argument de régularisation, on montre alors que si p € C°(R*; L(K)), pour tout
compact K C R", est solution faible de (6.101) avec les inégalités d’entropie (6.116) pour
p.p- k € R, alors p satisfait (6.116) pour tout k € R.

La solution obtenue est dans L'(]0, +0o[xR) (pas nécessairement continue en temps
en 0) et satisfait les inégalités d’entropie, alors la question de savoir s'il s’agit de 'unique
solution au sens de Kruzkov est importante. Ce probleme a été résolu de facon positive
dans [65] pour la dimension un et dans [194] pour le cas multi-dimensionnel avec une
hypothese de non-dégénérescence sur le flux.

En ce qui concerne la preuve du second résultat, on montre que pour tout k € C*(R x
R™)

at/lea—Mk|d5+aw/Ra<:c,5>|fa—Mk|d5SM’;, (6.117)
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ou

M= — / O, [a(x, €) My(x, €)] sgn(f — My) de

est une suite bornée de mesures. Il est alors possible d’appliquer les arguments de com-
pacité par compensation de [153] et [188] comme dans [175]. L’inégalité (6.117) et la loi
de conservation (6.106) donne, pour une sous-suite,

<p5/Ra(%f)\fg—Mkld€>—</Ra(x,€)fed€ /RVE—MM -
- — M| d — , = d - — M| d
p</Ra(x,§)\f Jde > </Ra<a: 6)f 5></wa Jde >

ou < u. > est la limite L™ faible * de la suite (u.) et avec p =< p. >. De ceci, on obtient
< B(z,p:) >= B(x,p) ce qui permet d’avoir que p est solution de (6.101). Pour obtenir
la convergence forte et les inégalités d’entropie, nous montrons que la mesure de Young
associé a la suite (p.) est une mesure de Dirac. Pour cela, nous généralisons la technique
de [188] au cas des fonctions dépendant d’un parametre .

7 Lemmes de moyenne pour une équation de trans-
port complete

Pour terminer cette partie sur les limites hydrodynamiques, apres le lemme de moyenne
adapté au modele BGK (section 3.2), présentons maintenant un lemme de moyenne qui
améliore la régularité connue dans le cas d’une équation de transport avec un terme de
force. Commencons par un bref survol des lemmes de moyenne.

7.1 Rappel sur les lemmes de moyenne

La théorie de régularité via des lemmes de moyenne a été introduite dans [101] et s’est
développée, entre autres, dans [81], [94], [82], [34], [44], [174], [45], [144], [104]. Les lemmes
de moyenne sont un outil important pour obtenir la compacité d’équations cinétiques
(voir par exemple [81] pour une illustration). Plus généralement, ceci a été utilisé dans un
grand nombre de papiers ces dernieres années. Parmi ces articles, un résultat important qui
utilise un lemme de moyenne est la limite hydrodynamique des équations de Boltzmann
ou BGK vers les équations d’Euler ou Navier-Stokes incompressibles ([103], [102]).

Pour faire bref, un lemme de moyenne est un résultat qui dit que les quantités ma-

croscopiques / ft, 2, €)Y(€) d§ ont une meilleur régularité par rapport a (t,z) que les

quantités microscopiques f(¢,z,£) ou f est solution d’une équation cinétique.
Par exemple, dans [82] et [34], le résultat suivant est prouvé.

Théoréme 7.1 (DiPerna, Lions, Meyer [82] — Bézard [34]) Soit f, g; € LP(R; x
R} x RE) avec 1 < p <2 tel que

O f +divy[a(§) f] = Z 3§9j, (7.118)

ljl<M
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avec a € WM (R™ R") pour M € N. Soit ¢p € WM(R™) avec un support compact.
Soit A > 0 tel que le support de ¢ est inclus dans [—A, A|"™. Supposons I’hypothése de
non-dégénérescence suivante sur a : il exviste 0 < a < 1 et C' > 0 tels que pour tout
(u,0) € S™ ete >0,

mes ({£ € [-A A" ;u—e<a(f) o <u+e}) < Ce

Alors py(t, ) = /Rm ft, 2, &)v(&) dE appartient a WP(R, x RY) ot s = m, p' étant

[’exposant conjugué de p.

La régularité de f elle-méme est aussi un sujet d’étude, par exemple en supposant de
la régularité en ¢, voir [41], [121].

7.2 Résultats avec terme de force

Pour I'équation (7.118), la régularité obtenue est optimale, voir [141], [142] et [95].
Le théoreme énoncé a la section précédente dit, dans le cas M = 1, que pour 1’'équation

Of+a(§) -Vuf =g—F(t,z,§) - Veg, (7.119)
la régularité obtenue est W*P(R; x R”) avec s = 3,7+ O1 on considere I'équation

c’est-a-dire avec § = f, il est classique de considérer le terme F'(¢,z,€) - Ve f comme
(6]

un morceau du second membre et la régularité obtenue est W*?(R, x R?) avec s = TR
Mais pour (7.120), la dérivation par rapport a & porte seulement sur f via I’équation
de transport et non sur un terme arbitraire g. Il n'y a donc pas de raison de perdre de
I'information car ce terme est une partie des caractéristiques et les termes du second
membre sont dans L? (second membre avec M = 0 et non M = 1) et la bonne régularité
devrait donc étre W*P(R, x R?) avec s = 1%' Ceci explique la motivation des travaux
présentés ensuite. Les résultats obtenues généralisent ceux obtenues dans [96] et [99] pour

le cas transversal.

Théoréme 7.2 ([27]) Soit a € CNP3(RP,RY), F € CVP3(Ry x R} x R, RY), f,g €
L*(R, x RY x RY"), vérifiant (7.120). Soit A >0 et i € C’é\[“(R?) tels que le support de
W est inclu dans [—A, A™. Supposons qu’il existe 0 < a < 1 et C' > 0 tels que pour tout
(u,0) € S™ et e >0,

mes ({€ € [-A A" ;u—e<a(f) o <u+e}) < Ce (7.121)

Alors la moyenne

polt.r) = | (b, €)p(€) e

est dans HY'?(R, x R™).

loc
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Notons que nous obtenons bien «/2 au lieu de «/4.

La preuve de ce résultat consiste en deux étapes : généraliser un lemme de moyenne
“classique” aux fonctions tests qui dépendent de (t,z), puis faire des changements de
coordonnées locales pour se ramener localement a un opérateur sans dérivée en €.

Quand le terme F' est constant, nous obtenons une régularité globale pour des fonctions
tests moins régulieres.

Théoreme 7.3 ([27]) Soit a € CY(RP,RY), F(t,z,§) = F € R", FF # 0, f, g €
L*(Ry x R” x RY") wérifiant (7.120) ot nous supposons que la fonction a satisfait la
condition suivante, ou 7y est un entier positif,

V&, 0) e R™ x S", o= (00,01, " ,00), 0= (01, ,00),

v—1
o0 + a(§).5| + > _|(F-Ve)a(§) 5] >0.  (YND)
k=1
Soit i € CH(RY), alors la moyenne

polt.r) = | (b, €)p(€) de

est dans HY7 (R, x R?).

Pour prouver ce résultat, utilisant la transformée de Fourier dans la direction &; telle
que F - V¢ = |F|0,,, nous sommes ramené a estimer des intégrales oscillantes. Pour
cela, nous utilisons un résultat de phase stationnaire de [187] qui donne précisément
une majoration d’intégrales oscillantes par le terme dominant dans la méthode de phase
stationnaire.

Le résultat suivant compare la régularité obtenue dans les deux énoncés suivant 1’hy-
pothese sur a.

Théoréeme 7.4 ([27]) Pour n > 2 et m = 1, le Théoréme 7.3 donne une meilleure
régularité que le Théoreme 7.2, le meilleur exposant v = vYop comparé au meilleur o = uop
1 1
= Qopt _ 2 D’un autre coté, pour n = m, le Théoreme 7.2 donne
Yopt n+1 2 2n
une demi-dérivée avec l’exposant o = 1.

vérifie

Utilisant les espaces de Hardy et les résultats de Bézard [34], nous en déduisons des
lemmes de moyenne dans LP par interpolation, voir [27] pour les énoncés obtenus.
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Deuxieme partie

Modélisations mathématiques
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Dans cette seconde partie, nous nous intéressons a la modélisation de phénomenes phy-
siques a I’aide de systemes de lois de conservations auquel nous rajoutons des contraintes
afin de rendre la physique du probleme et a ’aide d’équations cinétiques. Commencons
par faire des rappels sur les résultats obtenus dans la these sous cet aspect puis voyons
comment appliquer ces idées au trafic routier.

8 Rappel succint de la theése sur les modeles avec
contraintes

Dans diverses modélisations (modeles diphasiques, équations de Saint-Venant, pipe-
line, ...), il est nécessaire d’imposer des contraintes sur certaines quantités du modele,
par exemple le fait que I'une des quantités reste bornée. Dans le cadre de la dynamique
des gaz, la quantité représentant la densité (ou la fraction volumique) doit, dans cer-
taines circonstances, étre bornée. Pour la dynamique des gaz sans pression, des masses de
Dirac peuvent apparaitre méme pour des données initiales régulieres ([39], [52] et [46]).
Donc une contrainte de type p < 1 devient impossible a prendre en compte telle quelle.
Voir aussi [84] et [110] pour le systéme sans contrainte. Nous proposons et étudions deux
formulations dans [17] et [24].

8.1 Modele avec contrainte sur la densité

Dans la premiere formulation plutot axée sur un modele de pipeline ou selon ’évolution
d’une des deux quantités d’'un modele diphasique, le modele s’écrit

Op + Ou(pu) =0
’ 122
{ Or(pu) + Oy (pu* + ) = 0, (8.122)
avec les contraintes
0<p<, >0, (8.123)
et la relation d’exclusion
(1—p)r=0. (8.124)

Cette relation demande que dans les régions ot p < 1, le terme de type pression 7 soit
nul. Pour plus de détails sur ce modele, voir [43].

Notre étude repose sur I'existence de solutions particulieres appelées bouchons collants
de la forme

n n
p(ta [L’) = Z ][ai(t)<$<bi(t)a P(t> .’ﬂ)U(t, .’ﬂ) = Z uz(t) ][ai(t)<$<bi(t)7 (8125)
i=1 =1

et qui sont une extension de la notion de particules collantes utilisées pour la dynamique
des gaz sans pression [52]. Il est a remarquer que les solutions bouchons collants qui ne
prennent comme valeurs que 0 et 1 suffisent & obtenir toutes les données initiales dans L*
telle que 0 < p < 1. On montre, en effet, en particulier, que toute fonction de L! & valeurs
entre 0 et 1 p.p. est limite au sens des distributions de fonctions du type Y | Lo, (#)<a<b; (t)-

On prouve également un résultat de stabilité sur les solutions faibles, ce qui permet de
plus d’obtenir I'existence de solutions pour toute données initiales p° € L' et u € L. Ce
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résultat est technique et utilise des espaces du type L>®(R,, M([0,7])) et BV,(D.) afin
d’obtenir 'existence du produit pm et sa stabilité faible. En effet, la contrainte pm = 7w
souleve le probleme du produit d'une fonction de Cy([0, oo[; L2, (R)) par une mesure. On
fournit pour cela une réécriture de pm qui soit compatible avec la régularité des solutions.
Cette réécriture est basée sur la décomposition de la compacité par compensation

pr = (p)(pu® + ) — (pu)(pu).

Privilégiant la variable p, on définit M par 9,M = p, O;M = —pu, et alors le produit
s’écrit

pr = Oi(puM) + 0, ((pu® + m)M).
Privilégiant la variable pu, on définit @ par 9,Q = pu, 0,Q = —(pu?® + 7), et cette fois,
on a

pr = —0,(pQ) — 0. (puQ).

La contrainte pm = 7 peut alors se réécrire
Oi(puM) + 0, ((pu® + m)M) = —0,(pQ) — 9.(puQ) = 7. (8.126)
Nous obtenons finalement le résultat suivant.

Théoreme 8.1 ([17]) Si p* € L'(R) et u° € L®R), 0 < p° < 1, alors il existe
(p,u, ) avec les régularités p € L°(0,00; L°(R) N LL(R)) N Cy([0, 00[; L2(R)), u €
L°(0,00; LE(R)), m € Mioe([0, 00[xR) N L= (R,, M([0,T))) solution de (8.122) avec les
constraintes (8.123) et (8.126). De plus, la solution vérifie
dpult,z) < 1,
essinf u®(z) < u(t,z) < esssup u®(z),
TViey(ult, ) < 2 4 2)juf|| e Va < b,
O (pS(u)) + 0. (puS(u) +ms) < 0 dans |0, co[xR

pour tout S € CY(R) conveze et Lipschitzienne, ot mg € L®(R,, M([0,T))) et |rs| <
Lip(S)~.

8.2 Modele de contrainte avec perte de masse

Le second modele [24] est basé, lui, sur I'idée que la contrainte correspond au fait de
retirer la masse qui dépasse du niveau un, tout comme I’eau déborde d’une riviere ou d’'un
récipient. Il s’écrit

8.131
{ Aulpu) + Bu(pu® + p(p)) = Qu, (8.131)
avec les contraintes
0<p<l, Q <0, (8.132)
et la relation d’exclusion
(1-p)Q=0. (8.133)

Le terme () représente la perte de masse.
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Pour ce modele, deux produits posent cette fois probleme : il s’agit des produits Qu
et Qp, car ) peut contenir des masses de Dirac et u et p peuvent étre discontinues. On
fournit donc une formulation faible, que nous appelons produit faible entropique. Elle
consiste & introduire une inconnue supplémentaire v € L*((Q) et a considérer le systeme
suivant 5 o, (o) = O

1o+ 0 (pu) = Q,
{ ai(pu) + 0:(pu + plp)) = Qv, (8.134)
avec
0<p<, Q <0. (8.135)

On prend v € L™(Q), de fagon a ce que le produit Qv soit bien défini. On doit donner
un sens faible a Qv = Qu et Qp = Q. Pour cela, on demande que la famille d’inégalités
suivantes soient satisfaites

i ns(p,u) + 0 Gs(p,u) < Qng(l,v) - (1,v), (8.136)

pour toute entropie convexe 7¢ d’une famille paramétrée par des fonctions convexes S, ou
G est le flux d’entropie associé, et la dérivation dans n étant prise par rapport a (p, pu).
On vérifie que (8.134)-(8.136) est bien une formulation faible de (8.131)-(8.133). Pour
p(p) = kp? avec 7 > 1 et pour des solutions régulieres, on montre qu'une seule inégalité
(8.136) avec S(v) = v?/2 est suffisante pour garantir Qu = Qu et Qp = Q. Pour le modele
avec p(p) = 0, nous proposons une dynamique pour les bouchons collants associée a ce
probleme ce qui permet d’obtenir stabilité et existence des solutions. Pour le modele avec
p(p) = kp” pour 1 < v < 3, les solutions s’obtiennent a partir du modele BGK étudié a
la section 2.1 et sur lequel nous rajoutons la contrainte au niveau cinétique. Le résultat
est le suivant.

Théoréme 8.2 ([24]) Soit p° € L' (R) tel que 0 < p° < 1 et u® € L*®(R). Alors
il existe des solutions (p,u,Q,v) avec les régularités p € L°(0,00; L°(R) N LL(R)),
u € L°(0,00; L (R)), Q@ € M([0,00[xR), v € L*(Q), satisfaisant (8.134) avec les
contraintes (8.135) et (8.136).

Pour d’autres problémes hyperboliques avec contraintes, on se reportera a [13], [92],
[137] et [138]. Pour une approche plus générale de ces problemes, on consultera [72]. Voir
aussi la section 11.1 pour des extensions de ces modeles et une étude numérique. Passons
maintenant aux travaux effectués depuis la these dans ce domaine, a savoir 'application
de ces techniques a la modélisation du trafic routier.

9 Modélisation en trafic routier

9.1 Bref historique de quelques modélisations en trafic routier

Durant les cinquante dernieres années, une grande variété de modeles de trafic routier
ont été proposés. Il est possible de les classer suivant trois approches. Tout d’abord, les
modeles microscopiques ou on suit ’évolution de chaque véhicule en fonction de celui qui
le précede (voir [93], [8]), ensuite les modeles cinétiques qui étudient la distribution des
vitesses des véhicules (voir [179], [165], [158], [129], [154], [180], [130]) et finalement les
modeles fluides qui s’intéressent a 1’évolution de densité, vitesse, ..., des véhicules. Nous
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nous intéresserons a la derniere approche. Le premier modele de ce type est du a Lighthill
et Whitham [139] et Richards [181]. Il s’agit d’une unique équation, celle de 1’évolution
de la densité

Ap + 0x(pV (p)) = 0,

ou V est décroissante et s’annule pour une valeur de saturation. De nombreuses modifica-
tions et extensions ont ensuite été proposées, en particulier des modeles du second ordre
ol une seconde équation qui décrit 1’évolution de la vitesse est considérée. Il s’agit souvent
de modeles proches de le dynamique des gaz isentropiques ([166], [167], [129] et [116]), &
savoir d'une forme proche de

O+ Do) = 0,
{ Oi(pu) + 0, (pu® + p(p)) = a(V(p) — u)p. (9.137)

Mais, les modeles trop proches de la dynamique des fluides présentent des propriétés
absurdes pour une simulation de trafic routier, comme Daganzo 1’a montré dans [69]. Ainsi
pour o = 0 dans le modele ci-dessus, les problemes de Riemann peuvent faire apparaitre
des états intermédiaires avec des vitesses négatives et les vitesses caractéristiques étant
u =+ 1/p'(p), une partie de I'information va plus vitesse que la vitesse des voitures. Aussi
Aw, Rascle [7] et Zhang [198] ont proposés de nouveaux modeles pour éviter ce probleme.
Ces modeles dérivent en fait de modeles microscopiques de type Follow-the-Leader comme
prouvé dans [6]. Voir aussi les travaux de [109], [66] sur ce genre de problemes.

9.2 Modeles avec contrainte en trafic routier

Partons du modele de Aw et Rascle qui évite les problemes soulevés par Daganzo et
qui s’écrit
’ d
{ Ay (pw) 4 0, (pwu) = 0, (9.138)

o w = u + p(p). Les valeurs propres de ce systeme de lois de conservation sont A; =
u—pp'(p) < Ay =wu. Pour p # 0, \; # Ay et le systéme est strictement hyperbolique. La
premiere valeur propre A; est vraiment non-linéaire avec des ondes de chocs (freinages)
et des ondes de raréfactions (accélérations). La seconde valeur propre Ay est linéairement
dégénérée avec des discontinuités de contact (saut dans les densités de voitures a la vitesse
du trafic). Ce systeme vérifie un principe du maximum sur « et w mais pas sur la densité
p ce qui pose probleme et il est nécessaire de modifier le modele afin qu’il s’approche
davantage de la réalité.

Nous proposons tout d’abord un modele Aw-Rascle modifié en changeant le terme p,
sorte de terme de pression représentant la différence entre la vitesse souhaitée et la vitesse
actuelle, selon

11\ .
o= (5] e s, (9.139)

Ce terme tend vers 'infini quand p — p*(u) qui représentera la densité maximale.

Deux approches sont possibles, considérer que p*(u) = p* est constante ou que p*(u)
dépend vraiment de la vitesse (puisque la distance que va laisser un conducteur avec la
voiture qui le précede va dépendre de la vitesse a laquelle est le trafic). Le premier modele
présente l'avantage d’étre plus simple a mettre en oeuvre, le second est plus proche de la
réalité.

Des hypotheses sont nécessaires dans le second cas sur la fonction p*, a savoir
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est de classe C?,

A-1) p*(u
A-2) p*(u) est strictement décroissante,
p

A-3) p*(u) est concave.

Le role du terme p ne doit vraiment intervenir que dans les cas ou le trafic est conges-
tionné, c’est-a-dire pour p proche de p*(u). Pour cela, procédons & la renormalisation qui
consiste a changer p en ep. Ceci s’écrit

{ Op° + Oy (p°us) =0, (9.140)
O (pus + epp(p°)) + 0 (p° (u)* + eptusp(p®)) = 0

La limite formelle quand € — 0 de ce modele conduit aux modeles de dynamique des
gaz sans pression avec contraintes suivant

Op + 0x(pu) =0,
O (pu + pp) + 0, (pu® + pup) = 0, (9.141)
0<p<p(u), p=>0, (p*(u)—pp=0.

Une différence importe pour le modele entre le cas p*(u) = p* constante et celui de
p*(u) variable porte sur les vitesses de propagation. Dans le premier cas, les vitesses
caractéristiques sont

AN =u —epp(p7), AN=u’. (9.142)

et il vient ] tend vers —oo quand € — 0 dans une zone ou p = p*. L’information se
propage donc instantanément vers I'arriere d’une zone de bouchon. Dans le second cas, il
vient

A =u — PO — u+ p(w) ;
L+edpeo  (p*)(u)
et I'information se propage vers I'arriere a vitesse finie.

Dans [25], nous étudions, pour le cas p*(u) = p*, les problemes de Riemann, la dy-
namique des zones de bouchon, un théoreme d’existence et proposons des simulations
numériques. Dans [26], nous étudions, pour le cas p*(u), le lien entre les différents modeles,
les problemes de Riemann et un théoreme d’existence.

(9.143)

9.3 Solutions particulieres et théoremes d’existence

Détaillons la technique de preuve des résultats d’existence a travers I’étude des zones
de bouchon pour chacun des modeles.
On considere les bouchons collants sous la forme

p(t,z) = Z pi ()1 a;(t)<z<b;(t)>
p(t, x)u(t, x) = sz() i(8) Loty <o<bs(t)
p(t, z)p(t, ) = sz() i(8) Loty <o<bi(t)

avec pi(t) = p* ou pi(t) = p*(u;(t)) (selon le modele étudié) tant que an(t) < by(t) <
an—1(t) < by_1(t) < ... < by(t). Si un bloc rattrape celui qui le précede, la dynamique
est la suivante. Dans le cas ou p*(u) = p*, la dynamique est
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to
a;1(t) bia(t)  ai(t) bi(t)
et dans le cas ou p*(u) est non constant, la dynamique est
t
t ”(t) \\\\ u; 0
. Dit1 Uiy P,
o, )
o T
\\\ Dit1 B
Uit1; Pit1 \\\ Wi, Pi
o 2
) .
Uit1; Pitl / -
Uiy, Pi
to
a1 (t) biv1(t)  ai(t) bi(t) T

avec

O'/(t) _ i _ pz-l;l +1'
Pi — Pir1

Ceci définit des solutions qui vérifient de plus un principe du maximum

essinfu®(y) < u(x,t) < esssup u’(y), (9.144)
4 Y

un controle des variations totale de u et p selon
TVi(u(., 1) < TV (), TVg(p(.,t) < 2TV (u®) + TVi(p®), (9.145)
pour tout compact K = [a,b], avec K = [a — t esssup|u®|, b + t esssup|u®|], la borne

0 < p(x,t) < esssup u’(y) + esssup p°(y). (9.146)
Yy Yy

et, dans le cas p* constante, les entropies

O (pS(u) + pp°) + 0u(puS(u) 4 pup®) = 0, (9.147)
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avee ppS(n, 1) = H(t — 1) 5 (S(u) — S(t)) Tige o) (7 — st — £))..

Dans le premier cas, nous utilisons le lemme d’approximation des données initiales par
des bouchons collants démontré dans la these et dans le second cas, nous améliorons le
résultat en question sous la forme suivante
Lemme 9.1 ([26]) Soit p° € LY(R), u® € L>®(R) N BV (R) telles que 0 < p° < p*(u),
alors il existe une suite de données initiales sous la forme de bouchons collants (p), uf,0) .=,

telle que / po(z)dr < /po(x)da:, essinfu’ < uf) < esssup u’ et TV (ul) < TV (u) pour
R R
lesquels les convergences pj ké p° et puld ké pPu® ont liew au sens des distributions.
—00 —00
L’idée de la preuve est : 1) approximer toute donnée initiale par des données initiales
de type bouchons collants, 2) ces données initiales possedent des solutions, 3) montrer un

résultat de stabilité des solutions afin de conclure a l‘existence pour toute donnée initiale.
Pour le premier modele, on dispose de la stabilité suivante.

Proposition 9.2 ([25]) Supposons que p*(u) = p*. Soit une suite de solutions (py, ux, Px)
avec les régularités p, € L°(0, 00; L®(R)NLL(R)), ug, pr € L°(0, 00; L°(R)) satisfaisant
(9.141). Les données initiales p{, ul sont supposées vérifier

0<ph) <pf, (P k>0 est bornée dans L*(R), (9.148)

(uf)r>o est bornée dans L™ (R) N BV (R). (9.149)

Nous supposons également (9.144)-(9.146). Alors, pour une sous-suite, (py,ur,pr) —
(p,u,p) au sens

dans L2, (]0, 0o[xR), (9.150)

F(R) N Ly(R)), u,p € L°(0, 00; LF(R)),
,u’,0) telles que

Pk — P, Uk — U, ]3

—0p
ot (p,u,p), avec les régularités p € L°(0,00; L
est solution de (9.141) de données initiales ( 0

Py — p° dans L°(R), et pluh — p’u’ dans L. (R). (9.151)
La solution obtenue vérifie aussi (8.127), (9.144) et (9.146).

Un résultat similaire est vrai dans le cas p*(u). Finalement, ceci permet de montrer, pour
le cas p* constant

Théoreme 9.3 ([25]) Supposons que p*(u) = p*. Soit p* € L'(R) avec 0 < p° < p* et
u’ € L®(R)NBV(R). Alors il existe (p,u,p) de régularités p € L°(0, 00; L°(R)NLL(R)),
u,p € L(0,00; L(R)) satisfaisant (9.141) avec donnée initiale (p°,u°,0). De plus la
solution vérifie
Opu(z,t) < %,
essinf, u®(y) < u(z,t) < esssup, u’(y),
0 < p(x,t) < esssup, u’(y),

Oi(pS(w) + pp®) + 0. (puS(u) + pup®) = 0 dans |0, 00[xR,

pour tout S € C1(R), ot p° € L>=([0, 00[xR) est tel que

1571 < 118" oo 2y 21, (9.156)

o — ; 0 0
avec K = [essinf, u”, esssup, u”].
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Et dans le cas p* = p*(u),

Théoreme 9.4 ([26]) Supposons que p*(u) satisfait (A-1)-(A-3). Soit (p°,u°,0) des données
initiales telles que p° € LY(R)NL®(R), u® € L®(R)NBV (R), avec 0 < p° < p*(u®). Alors

il existe (p,u,p) de régularités p € L*(]0, 00, L (R)NLL(R)), u, p € L*(]0, o0o[, L (R))

solution du systéme (9.141) avec les données initiales (p°,u°, 0). De plus, la solution vérifie

essinf u”(y) < u(x,t) <esssup u’(y), 0 < p(z,t) < esssup u’(y).
Y Y Y

10 Modélisation cinétique non-collisionnelle

Dans cette section, nous étudions brievement une approche de I'équation de Vlasov
par une représentation water-bag de la fonction de distribution f(¢,r,v). Introduit initia-
lement par DePackh [71], Hohl, Feix et Bertrand [88, 31, 32|, le modele water-bag permet
d’établir un lien entre les descriptions fluides et cinétiques pour un plasma sans collision.
L’intérét est de garder un aspect cinétique au probleme tout en ayant la méme complexité
qu'un modele fluide. Ceci présente ainsi des avantages pour les applications numériques.
Ces modeles ont été redéfinis pour écrire une formulation cinétique des lois de conserva-
tion scalaires. Les modeles water-bag consistent a considérer les distributions particulieres
suivantes

N

j=1

Cette fonction est solution de I’équation de Vlasov si et seulement si
O +E70.65+0.0=0, j=1...N (10.158)

ou ¢ est le potentiel électrique £ = —0,¢. Introduisons n; la densité du j-eme bag, u; sa
vitesse et p; sa pression selon

nj= A& — &), w= (& +§)/2 pn;® =1/(1243).
Il vient alors les équations des gaz isentropiques pour v = 3,

{ 8tnj + éL(njuj) = 0,

avec le couplage de I’équation de Poisson

N
—Rp=> A -¢&) -1 (10.160)

J=1

ou avec le couplage quasi-neutre de la forme
N
o= A -&) -1 (10.161)
j=1

Des résultats d’existence locale pour (10.158) couplée avec (10.160) ou (10.161) sont
présentés dans [33].
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En fait une fonction de distribution du type (10.157) peut résoudre des équations
cinétiques plus générales. Prenons

N-1
f(tv 2, 5) - Z Ci][&(t,z)<§<§i+1(t,z) (5) (10162)
i=0
Alors (10.162) est solution de
O f +€0.f — 0.q(p) Ocf =0, (10.163)
ol
plt,2) = [ S8 de, (10.164)
R
si et seulement si
£2
& + 0. <5 + q(,o)) —0, pouri=0,---,N. (10.165)

En particulier, on retrouve le cas quasi-neutre avec ¢(p) = p. L’existence locale de solutions
fortes pour (10.165) est reliée a son hyperbolicité. Supposons qu’a (¢, z) fixé, 'application
& — f(t,z&) change une fois de monotonie (c’est-a-dire qu'il existe ng tel que ¢;4q >
¢ pour i = 0,--- ,ng — 1 et ¢;41 < ¢ pour i = ng,---, N — 2), alors le systeme est
hyperbolique. Donnons finalement une estimation du temps d’existence en fonction du
nombre de bags. Dans le cas q(p) = p avec 0 < ¢ < ¥ < ... < ¥, et dans I'hypothese
ol

0 < max <cév, ‘max (¥ — cf\il)) < K min (cév, “min (¢ — ci]\il)) . (10.166)

i=1,,N

Il vient alors le temps d’existence Ty tel que

K
(N +1)Ex(0)’

Ty >

ol Ex(t) = g Lito €Y ()12

46



Troisieme partie

Etudes numériques
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Les études cinétiques pour construire des modeles numériques pour des systemes de
lois de conservation hyperboliques sont utilisés depuis longtemps maintenant. En effet
ceci permet de construire des schémas entropiques et robustes. Voir Kaniel [126], Giga et
Myakawa [97], la méthode de transport-écroulement de Brenier [47],.... Ces méthodes ont
été grandement développées par le groupe de Perthame (voir le livre [171]).

Citons quelques jalons des travaux sur les schémas numériques pour le systeme d’Euler
[115], [151], [169], [170], [128], [195], et pour les solutions entropiques [85], [173], [149].

En particulier la branche des schémas de Flux-splitting (scalaire ou vectoriel) sont
naturels dans une vision cinétique du probleme car ils permettent au niveau cinétique de
séparer efficacement 'information qui va vers la maille précédente et celle qui va vers la
maille suivante selon le signe de la vitesse cinétique. De plus, ces méthodes sont efficaces
et faciles & implémenter. Voir [42], [62] et [98] pour plus de détails. Citons également les
travaux de [112] et [150].

Pour plus de détails sur les approches numériques des modeles BGK, on consultera
[122], [156], [1], [42] et [98]. En particulier [42] montre les liens existant entre méthode
numérique par splitting du premier ordre et modeles BGK cinétiques compatibles avec
des familles d’entropie.

Nous présentons deux études numériques dans cette section. La premiere est liée aux
modeles avec contraintes de la partie 2 et la seconde est liée a la relaxation avec une seule
entropie compatible de la partie 1.

11 Flux-splitting pour modeles avec contraintes

Commencons par généraliser la formulation des modeles avec contraintes de type perte
de masse de la section 8.2.

11.1 Modeles hyperboliques généraux avec contraintes

Pour un systeme général de la forme

U

1

U U. U,
avecU = (Up,-+-,Up) e RE, F:RF - RF) — = (1, 22 ... ZE) et avec les contraintes
Uy Uy Uy
0<U, <1, Q<0, (11.168)
et la relation d’exclusion
(1-01)Q =0, (11.169)
la formulation mathématiques du probleme s’écrit alors : soit V = (1,Va,---,V;) € R*
avec V € L>(Q) et
U+ 0, F(U)=QYV, (11.170)
avec
0<U, <1, Q<O0. (11.171)
Afin d’avoir U
QU =@, et QV =0, (11.172)
1
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dans un sens faible, nous demandons a la solution de (11.170) -(11.171) de vérifier les
inégalités d’entropie

pour une famille assez grande d’entropies-flux d’entropies (1, G) pour le systéme 0,U +
0, F(U) =0.

Nous avons déja étudié un modele avec contrainte de ce type a la section 8.2. Etudions
un autre cas, celui de I’écoulement d’une riviere modélisé par le systeme d’Euler. La densité
p, la vitesse u et I'énergie e du fluide vérifie alors

Or(pu) + 0. (pu* + p) = Qu, (11.174)
9 (pe) + 0x((pe + p)u) = Qe,
02
avec pe = p— + P oty > 1 (systéme un peu plus général que (1.2) qui correspond
")/ —
au choix de v = 3 pour n = 1 et avec la notation p = pT), et les contraintes et la perte
de masse vérifie

0<p<1l, p=>0, Q<O (11.175)

et la relation d’exclusion
(1-p)Q=0. (11.176)

Rappelons que les entropies pour ce systeme sont

pl/
La formulation faible qui permet d’écrire les produits Qp, Qu et Qe est alors

atp + ax(pu) - Q>
Or(pu) + 0. (pu* + p) = Qi, (11.178)
i(pe) + 0:((pe + p)u) = Qe,

avec
0<p<l,  p>0, Q<0 (11.179)

pour @, € € L*(Q). Les produits entropiques faibles donnent ici
1 —
Oms (p, u, €) + 0Gs(p,u,e) < Q |S() + S/(ﬁl/V)(TVﬁl/V) . (11.180)

Nous montrons, voir [18], qu’il suffit d’une entropie, celle associée ici & S(v) = — Inv pour
avoir les produits entropiques faibles.

C’est une question ouverte de savoir combien d’entropies sont nécessaires pour un
systeme de lois de conservation en général.
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11.2 Schéma de Flux-splitting avec contraintes

Nous proposons maintenant un traitement numérique de ces systemes hyperboliques
avec contraintes de la forme (11.167). En particulier, nous souhaitons que les schémas
obtenus prennent en compte les contraintes imposées mais également qu’elles permettent
d’obtenir les inégalités d’entropie.

Notons At le pas de temps, une grille uniforme de pas en espace Ax, A\ = At/Ax et
zj; = jAx, t, = nAt.

Les schémas proposés sont basés sur une méthode de splitting. A chaque pas de temps,
on commence par résoudre le systeme conservatif

U + 0, F(U) =0, (11.181)
puis on projette sur les contraintes

Pour la premiere étape, nous utiliserons un schéma de Flux-splitting, comme proposé dans
[62], & savoir

-|—1 2 n n
U2 —UP - A(Fay g — Iy ) = 0, (11.182)

J

avee le flux
e = FHUP) + F(Uf), (11.183)

et FH(U)+ F~(U)=F().
Pour la seconde étape, nous remplacons U; par min(Uy, 1), V; = U;/U; étant inchangé
pour ¢ = 2,--- , k, c’est-a-dire

(U2 = min((U,)72)1),
PR (S (7 K nt1)2 . (11.184)
(‘/i)jJrl = (UI)JT}—I—I - ( )n+1/2 - (‘/Z)J , pourt = 2a te >k-

J

Ces schémas vérifient en particulier

Proposition 11.1 ([18]) Etant donné un schéma de Flux-splitting entropique de la forme
(11.182) associé a (11.181), le schéma de splitting constitué de (11.182)-(11.184) fournit
un schéma pour (11.170) entropique au sens de (11.173).

11.3 Convergence du schéma pour les gaz isentropiques

Prouvons la convergence du schéma dans le cas de la dynamique des gaz isentropiques.
Notons U = (p, pu) et F(U) = (pu, pu® + kp?). Pour la premiere étape du schéma, nous
utilisons la décomposition du flux suivante :

1—

FHU) - /5 (1=t o) ot = () (11.185)

F(U) = /f (1= 0 o) (o = (e~ ) (11.186)
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avec a, = 2\/7K/(y — 1), v €]1,3[. 1l s’agit de la décomposition du flux en utilisant la
Maxwellienne des résultats théoriques obtenus dans la section 2.1 et qui donne le modele
BGK compatible avec toutes les entropies.

La seconde étape du schéma s’écrit ici

+1 . n+1/2
it = min(pl %, 1), .
et on pose
+1 n+1/2
n_ P P
v — < 0. 11.188

Pour les lois de conservations scalaires, la convergence des schémas s’obtient par des
techniques TVD et de la stabilité L>. Pour les systemes, en général, il n'y a pas d’es-
timation BV et on utilise plutot des techniques de type compacité par compensation.
La stabilité L> provient, elle, de domaines invariants. Voir [98] pour le cas scalaire, [62],
[63] pour la convergence du systeme d’Euler et [133] pour la convergence dans le cas des
systemes réguliers.

Un des outils de notre preuve est l'existence de solutions globales aux problemes de
Riemann pour le systeme

ow + 0, F*(w) = 0, (11.189)

avec des états a gauche et a droite arbitraires. Ce résultat est prouvé par Chen et LeFloch
dans [62].
On définit alors des solutions approchées Ua de la fagon suivante. Soit

1 Tjt+1/2 0
UA(O,[E) = E/ U (y) dy, pour x G]xj,l/g, IjJrl/Q[,
Tj—1/2

et supposant que Ua(t, x) est défini pour t < t,,, avec n € N, notons Ui la solution (sur
|z, z;41[) du probleme de Riemann (11.189) avec les données

{ U; pour r < Tji1/2, (11.190)

Uy pour & > 119,

ot U} est la moyenne de Ua(t, — 0, ) sur |z; 12, zj41/2[. Posons

. 1 - -
sur {z; < < 41, ty, <t <t,11}. Avec cette construction, le schéma de Flux-splitting
1 Ti+1/2
coincide avec les moyennes de ces fonctions selon U Jn /2 s / Ua(tps1—0,2) dz.
z Tj—1/2
Finalement afin de prendre en compte I'étape de projection du schéma, posons Ux =
UA . +1/2
BCESYS) sur {xj_l/g <x < Zjy1/2, t, <t < tn—l—l} Sl p;l /
J
sur cet ensemble. Notons finalement que

> 1 et sinon on garde Ux = UA

n 1 Tj+1/2
Uj +1 _ ~ - Ua(tpi1 — 0, ) dz. (11.191)

Le résultat de convergence que nous obtenons s’énonce de la facon suivante.
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Théoréme 11.2 ([18]) Soit p° € L*(R),0 < p° < 1,u® € L®(R). Alors il eriste U =
(p,pu), Q et v avec régularitées p € L(0,00; L°(R) N LL(R)), u € L°(0, 00; L(R)),
Q € M([0,0[xR), v € L>®(Q) et telles que, pour une sous-suite, Un — U p.p. et dans
L} (]0, +oo[xR) quand A — 0, ou (U,Q,v) est une solution entropique de (8.134) avec

loc

les contraintes (8.135) et (8.136).

Pour prouver ce résultat, nous montrons que
Om(Ua) + 0:G(Ua) = =R} + QX, (11.192)

avec

/ S {ol] - [Gl} o(t, 2() di

3 / T Ut — 0,2)) — nU) (b, x) de (11.193)

jmn Y Ti-1/2
T / DU (b 2))p (b ) it — / n(U(0, 2))p(0, ) da,

ou la sommation a lieu pour les instants ¢ > 0 sur les chocs dans Ua(t) se trouvant en
x(t), et

$J+1/2
Z Z / "(1,0a) - (1, 0a) AtQ%] @(ty, ) da
is p;z+1/2 Tj_1/2
Tj+1/2
RS / (4 1) da,
g el Ti-1/2

1
ou Py7 = / (1=2)n"([zpa + (1= 2)](1,aa)) - (1,2a)*(QF)*(At)* dz. Ceci fait apparaitre
0

deux quantités positives pour 7 positive convexe, a savoir n'(1,u) - (1,u) et n”, et ainsi les
QA sont des mesures négatives. Adaptant un argument de [62], nous obtenons également
que R} est dans un compact de H l;cl et tend vers 0 au sens des distributions quand A — 0
pour tout couple d’entropies C? convexe (1, G). Appliquant alors le résultat de compacité
par compensation de [145], il vient 'existence de U € LgY tel que, pour une sous-suite,

Upn — U p.p. et dans L},.. Pour la convergence des produits d’entropie faibles, posant

Qa = QX avec m(p, pu) = p, ceci donne Qa = Z QY At 6y, ][}xjfl/wjﬂ/ﬂ(x) dx. Posant
n7j
oa(t,z) = ZU?H/Q :[[]tn—l/Qvtn+1/2[(t) ]I]$j_1/27$],+1/2[(x), la fonction va est continue sur les

n,J
mesures de Dirac de Qa (alors que ua ne lest pas), ces deux distributions peuvent donc
se multiplier et Qava = Q% avec n2(p, pu) = pu. Les produits d’entropie faibles résultent

alors du lemme suivant.

Lemme 11.3 ([18]) Soit Qa des mesures négatives et va € L>(Qa). Si (Qa) est bornée
dans Mie([0, 00[xR) et (||vallL= QA)) est bornée, alors il existe une mesure Q) et une
fonction v € L*>®(Q) telles que, apres extraction d’une sous-suite, Qa — Q, Qava — Qu,

QaS(va) = Q% < QS(v) et Q% — Qal(1,va) - (1,vA)] = Q" < 0 pour toute fonction
conveze S.
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Ainsi le terme a controler vérifie, en utilisant le lemme avec S(v) = 7'(1,v) - (1,v),
QZ 4625 + Qn < QU/(LU) : (L U)>

ce qui conclut la preuve.

12 Flux-splitting pour le modele avec une seule en-
tropie

Dans cette section, nous présentons I’étude numérique liée au travail portant sur la
convergence d’une équation cinétique vers la dynamique des gaz isentropiques avec une
seule entropie compatible de la section 3. A nouveau I'importance d’une telle étude pro-
vient de la nécessité de pouvoir traiter des schémas réalistes car provenant de situations
physiques ou une seule entropie compatible existe. Nous renvoyons a [62] et [133] pour
le cas de relaxations similaires mais avec toute une famille d’entropies compatibles. Voir
également 'article [107] qui considere le cas d’une seule entropie compatible pour un
schéma de relaxation associé au systeme de ’élastodynamique. Voir aussi [59], [86], [87]
pour des estimations BV -faible pour des méthodes de volumes finis pour des lois de conser-
vation scalaires qui sont également liées a des estimations de gradient via la dissipation
d’entropie.

12.1 Présentation du schéma et théoreme de convergence

Le contexte dans lequel nous nous plagons est le suivant. Nous considérons un systeme
de k lois de conservation en dimension un, c’est-a-dire (1.1) avec n = 1, et ou le flux
F : RF — R” vérifie la décomposition de flux

F=F"+F", (12.194)
ou
FT et F~ sont Lipschitz, (12.195)
et vérifie
+VEF* a des valeurs propres réelles positives. (12.196)

L’argument de compacité sera de type compacité par compensation, basé sur des estima-

tions
om(U.) + 0,G(U.) € compact of H, ! (12.197)

loc»

aussi nous supposons

I'existence d'une famille F d’entropies-flux d’entropies (7, G) de classe C?
telles que (12.197) pour tout (n, G) € F entraine, pour une suite bornée (U.).o, (He)

que, pour une sous-suite, U, — U p.p..

Nous prouvons que les bornes (12.197) pour toutes les entropies peuvent étre obtenues
pour les systemes avec une seule entropie 7. compatible la décomposition de flux, a savoir
principalement pour laquelle il existe 97 et 9~ tels que (9%) = n’,(F'*)’. Ceci entraine une
inégalité d’entropie discrete et la dissipativité du schéma. Dans notre travail, I’entropie
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compatible va nous permettre d’obtenir I'estimation du gradient des solutions numériques
approchées (Up) :

C C
3U < 5 a;pU S T
H t AHLfI = \/A—.CE H AHLfI \/A—.CE

ou Az est le pas en espace du schéma. Il s’agit de ’analogue numérique des estimations
(3.29).

Pour un pas de temps At et un pas uniforme en espace Az, posons A = At/Ax et
z; = jAx, t, = nAt. Pour U° € L' N L>®(RY) une donnée initiale, la discrétisation sera

(12.198)

1 Tjt1
0 =5 [ 0w dy pour o €l (12.199)
Le schéma s’écrit
UFH = U+ A = Faps) = 0, (12:200)

avec le flux numérique

F .y = FHUR) + F~(UL). (12.201)

Les solutions approchées sont définies, a Ax fixé, par
n+l n+l _ 1rn n
1 \Uih =0 1 T Uj

Ua(t,z) = 7 Ao (z—a;) + U = U | (t—tn),

n n

L—
+%(ZE—Z‘])+U:

pour r; <& < Tjyq1, by <t <tpiq.

Nous avons besoin de ’hypothese technique suivante, qui peut étre supprimée dans le cas
d’une périodicité en x,

il existe (UZ), telle que Uy — UL, Vn € N. (12.202)

J—)
Le théoreme de convergence numérique que nous obtenons est le suivant.

Théoréme 12.1 ([19]) Soit un systéeme (1.1) avec n = 1 pour lequel ’hypothese (Hc)
est vérifiée. Soit 1. une entropie, et U° € L' NL®(R) telle que n.(U°) € L'(R). Supposons
qu’il existe une décomposition de flur vérifiant (12.195)-(12.196), (M, ) et (H; ) (voir la
section suivante) et que cela donne une suite (U}'),; bornée vérifiant (12.202). Alors, a
extraction pres d’une sous-suite, Un — U quand A — 0 ot U est solution de (1.1) avec
inégalité d’entropie pour n, et la donnée initiale U°.

Le théoreme s’applique au cas scalaire et au p-systeme

{ Orp — Ozu =0,

D+ Dup(p) — 0, (12.203)

avec p,u € R et une non-linéarité p(p) vérifiant p'(p) < 0.
Pour ce résultat, nous avons besoin de deux objets : la notion d’n-dissipativité et la
formulation cinétique avec trois vitesses.
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12.2 p-dissipativité et estimation du gradient

La notion de dissipativité dont nous avons besoin par rapport & FT, F~ et Id —
AMF* — F7), et qui est liée aux hypotheses (M, ) et (H; ) est a relier a (12.196) et & une
condition de type CFL. La premiere hypothese est liée aux inégalités d’entropie discretes
et la seconde a une hypothese de non-dégénérescence et permet d’obtenir les estimations
(12.198). Rappelons le point de départ de cette notion définie par

Définition 12.2 (Bouchut [42]) Soit n(u) une fonction convexe. W est n-dissipative
dans U C RN si
W' (u)'n"(u) est symétrique, (12.204)

et si, définissant G,[W] selon
Gy[W (u) = ' (w)W'(u), (12.205)
la dissipation d’entropie élémentaire
Dy[W](u,v) = Gy[W](u) = Gy[W](v) + 7 (u)(W (v) = W (u)) (12.206)
est négative pour tout u,v € U.

Voir [40], [42] pour plus de détails, en particulier pourquoi les propriétés de dissipation
d’entropie sont localement équivalentes a la condition d’entropie de [62].
Ceci nous permet de définir notre premiere hypothese pour le systeme hyperbolique qui
concerne la dissipation de la décomposition de flux par rapport a l'entropie compatible
Ne :

F*, —F~ et Id — \(F" — F~) sont 7, — dissipative. (H,)

Cette propriété entraine les inégalités d’entropie discretes :

Théoréme 12.3 (Bouchut [42]) Soit 1.(u) une fonction convexe. Supposons que (Hy )
est vérifiée. Alors le schéma de fluz-splitting (12.200)-(12.201) vérifie les inégalités d’en-
tropie discretes

(U7 ) = ne(UF) + M0, ji1po = Uy joap0) = Spli <0, (12.207)

ot
D g1z = On (UF) + 9, (Uf), (12.208)
() = m(F*)'. (12.209)

Remarque 12.1 C’est en ce sens précis que l’entropie 1. est dite compatible avec le schéma
de Flux -splitting.

Pour notre travail, nous avons besoin d’introduire une nouvelle notion que nous appelons
stricte n-dissipativité.

Définition 12.4 ([19]) Soit n(u) une fonction convexe. W' est dite strictement n-dissipative
dans U si elle est n-dissipative et sil existe ayy > 0 tel que

Dy [W](u,v) < —apw|lu — vl?, pour tout u,v € U, (12.210)

avec ||.]| la norme euclidienne.
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Nous pouvons alors formuler la seconde hypothese pour notre systeme hyperbolique, a
savoir
Id = XN(F* —F7) et (F* ou — F~) sont strictement 7, — dissipative. (M} )

Nous avons alors I'estimation des solutions approchées.

Théoréme 12.5 ([19]) Soit n.(u) une fonction conveze et U’ € L' N L>(R) une donnée
initiale telle que n.(U°) € L'(R). Supposons que (H, ), (H; ) et (12.202) sont satisfaites.
Alors il existe une constante Cy telle que

T 1/2 C T 1/2 c
O,UA(t, 2)|? d dt) < -4 (/ /aU t,x)|*d dt) < 1
([ [ooseopaa) < Zor ([ [lovseapad) <22

12.3 Formulation cinétique avec trois vitesses et dissipation d’en-
tropie

Un second outil pour prouver la convergence du schéma de Flux-splitting est la possi-
bilité de I’écrire par une formulation cinétique a trois vitesses, ce qui permet de bien suivre
’évolution de I'information. Consulter [62], [2], [42] et les références contenues dedans pour
plus de détails sur cet aspect que nous présentons dans le cas qui nous intéresse. La for-
mulation cinétique utilisée est basée sur une méthode de transport-projection, introduite
par Brenier [47], [48]. (Voir aussi [74], [192] et [193] pour des résultats de convergence
avec un transport-projection). Il s’agit d’une version discrete en temps des modeles BGK.
Nous utiliserons le modele suivant

+o0
O +al€)0uf = 6(t — ) (MS" — 7, (12.211)
n=1
ol
Mf"(x, &) = M(U},§) pour x €]z, Tj11], (12.212)
avec
1 ZTj+1
Ui = E/ Ui (x) dz, pour = €]z, Tj41], (12.213)
et
an(x) = /f”(a:,v) dv, pour x €]z, Tj11], (12.214)
avec
[z, &) = lim f(t,x,&), pour n > 1, (12.215)
t—t,
et la condition initiale
SOz, 6) = M(UY, €), T €]y, T4, U} definie par (12.199), (12.216)

et avec £ € {—1,0,1}, a(—1) = —¢, a(0) =0, a(1) = ¢, ¢ = 1/X et la Maxwellienne
M(“v _1) = _/\F_(u)u

M(u,0) = u—ANF"(u) — F (u)), (12.217)
M(u,1) = XF*(u).

—
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L’intégrale par rapport a & est ici la somme sur £ € {—1,0, 1}. La Maxwellienne vérifie
les relations de consistance

/M(U, £)d¢ =U, /a(f)M(U, §)d¢ = F(U), (12.218)

/ a(§)M(U, &) dé = FE(U). (12.219)
+a(€)>0
Sur [t,,t,11[, nous avons

f(t7x7_1) = f(tnax+c(t_tn)7_1)7
f(t7m70) = f(tn,x,O),
flt,x, 1) = f(ty,x—c(t—1t,),1),

alors, pour = €|z, z;41],

fnJrl(x?_l) = f(tn>x+Axa_1) :M(U;’Zrl?_l%
fri (@, 0) = f(tn, 2,0) = M(U},0),
Yo 1) = f(tp,x— Ax, 1) = MU, 1).

Ainsi f"(z,v) est constante en x sur |x;, x;14[, et U = U]”(x) sur |z, z;41[. Alors sur
]xja xj-i—l[? pour n Z 07

n+l1 __ n+1
Ut = /f*(x,v)dv

= "Nz, —1) + (2, 0) + (2, 1)
= MUy, 1)+ M(U",0) + M(U™ ;1)
= —)\F_(Uf_,_l)—i-U;Z—)\(F"_(U;Z)—F_(U;Z))—i-)\F"'(Uf_l).

Le modele cinétique redonne bien le schéma de Flux-splitting vectoriel [42]. Dans cette
référence, il est méme prouvé que tout schéma cinétique est au premier ordre équivalent
a un modele a trois vitesses.

Munis de cet outil, nous obtenons des estimations sur I'écart entre Up et f. Comme
dans le cas continue, il vient une estimation sur F(Ua) — [ a(§) f d€.

Théoréme 12.6 ([19]) Soit n.(u) une fonction conveze et U € L'NL®(RY) une donnée
initiale telle que n.(U°) € L'(R). Supposons que (12.195), (H, ) et (H; ) sont satisfaites.
Alors 1l existe une constante Cy telle que

W

Mais ici, différemment du cas continue ou la solution approchée est égale a I'intégrale de
la fonction cinétique par rapport a la variable cinétique, il faut estimer écart entre [ f d¢
et U A-

F(Us(t,2)) - / a(€)f(t, 2, ) d

9 1/2
da:dt) < CyVAz. (12.220)
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Théoréme 12.7 ([19]) Soit n.(u) une fonction conveze et U € L'NL®(RN) une donnée
initiale telle que 1.(U°) € L'(R). Supposons que (12.195), (H, ) et (H; ) sont vérifices.
Alors 1l existe une constante Cs telle que

W

Nous allons exploiter tous ces résultats pour conclure a la convergence du schéma.

9 1/2
dxdt) < C3VAz. (12.221)

Ua(tz) - / f(t.2,€) de

12.4 Bornes sur les entropies et convergence

Afin d’obtenir le Théoreme 12.1, il convient d’estimer toutes les entropies a partir de
I'information obtenue dans les deux sections précédentes a partir de I’entropie compatible.
Pour tout couple d’entropie-flux d’entropie (7, G), il vient la décomposition

on(Ua) + 0.G(Upn) = 0O, |:77,(UA)' (UA —/fdf)]
i wa)-avs- (s [ rac)
+0. i)+ (Fws) - [ ac)]
' Wa) -0t (Fa) - [ dc).

Montrons le controle de I'un de ces termes

/OT/_Z‘_HH(UA)-atUA- (UA—/fdg) | dz dt

1/2 2 1/2
< ”n//(UA)HLOO(]O,T[X}—R,R[) (// ‘8tUA‘2dxdt) (// UA — /fd§ dl‘dt)
" Ch \/—
< ”77 (UA)HLOQ(]O,T[X}fR,R[) E C3VAx
< Ckg.

Il est alors possible d’appliquer la compacité par compensation et de conclure.
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