ALGEBRE ET ARITHMETIQUE UNIVERSITE DE NICE

Anneaux quotient

Ezxercice 1. — Soit n un entier.

a) Montrer que I'ensemble des éléments inversibles de Z/nZ est {a, pged(a,n) = 1}.
b) Quels sont les éléments inversibles dans Z/9Z 7

c) Si p est premier et k > 0, combien y a-t-il d’éléments inversibles dans Z/p*Z?

Exercice 2. — Soit n > 1 un entier.

a) Montrer que 'anneau Z/nZ est intégre ssi n est premier.
b) En déduire que Z/nZ est un corps ssi n est premier.

c¢) Calculer les inverses des éléments de Z/7Z.

d) Calculer U'inverse de 50 dans Z/97Z.

Ezercice 8. — a) Soit d un diviseur de n. Montrer que le morphisme de réduction
Z/nZ — Z/dZ
r modn +— x modd

est bien défini. Déterminer son image et son noyau.

b) Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, montrer que le morphisme de réduction
Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ est un isomorphisme (lemme chinois).

¢) Quel est le noyau du morphisme de réduction Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ?
Montrer que son image est isomorphe a Z/ppcm(m,n)Z.
Montrer qu'un élément (x mod m,y mod n) est dans son image ssil’'onax =y mod pged(n, m).

=17 =1145 =4 145
d) Résoudre dans Z : v g , . [43] ; o 14
r =3 [5] x =3 [6] r =116
e) Les anneaux Z/mn et Z/n x Z/m sont-ils isomorphes si m et n ne sont pas premiers entre
eux ?
Ezercice 4. — Montrer que le groupe (Z[i], +) est isomorphe a Z2.
L’anneau (Z[i], +, ) est il isomorphe & anneau produit (Z2, +,-)?
Ezxercice 5. — Soit A un anneau et [ C A un idéal.
a) Que dire de I s’il contient un élément inversible 7
b) Soient a,b € A. Montrer que le plus petit (au sens de I'inclusion) idéal de A contenant a et b
est {ua + vb, (u,v) € A%}.
Ezercice 6. — Soit A := C°(R,R) I'anneau des applications continues de R dans R.
a) Quels sont les éléments inversibles de A 7

b) Montrer que ’ensemble des fonctions continues & support compact est un idéal.
Est-il engendré par un nombre fini d’éléments ?

c) Monter que Iy := {f € A, f(0) = 0} est un idéal de A.
Montrer que I est maximal.
Ezxercice 7. — Soient A un anneau et a,b € A. Montrer [’équivalence :
alb <<= (b) C(a).
Ezxercice 8. — Soit A un anneau et / C A un idéal strict.

a) Montrer que [ est premier ssi 'anneau A/I est intégre.
b) Montrer que I est maximal ssi 'anneau A/I est un corps.
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