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Exercice 1

1. Soit A,B ∈Mn(K) telles que A est diagonalisable, AB = BA et B inversible. Montrer que
AB est diagonalisable si et seulement si B est diagonalisable.

2. On suppose que K est de caractéristique nulle. Soit N une matrice nilpotente telle que
eN = In. Calculer le polynôme minimal de N . En déduire que N = 0.

3. On suppose K = C. Montrer que eM est diagonalisable si et seulement si M est diagonali-
sable.

4. Trouver toutes les matrices de Mn(C) telles que eM = In.

Exercice 2

1. Déterminer signature de la forme quadratique q(x, y) = 3x2 − 2xy + y2 sur R2 et la nature
de l'ensemble Cc = {(x, y) ∈ R2/q(x, y) = c} selon la valeur de c.

2. On dé�nit par Q(x, y, z) = x2 + 2y2 − z2 une forme quadratique sur R3. Soit P un plan
vectoriel de R3. Montrer qu'il existe (x, y, z) ∈P tel que Q(x, y, z) > 0. En déduire que la
signature de la restriction qP de Q à P prend nécessairement une des valeurs (2, 0), (1, 1)
ou (1, 0).

3. Dessiner dans R3 le cône isotrope C de Q et indiquer le signe de Q dans R3 sur le dessin.
Quel est l'ensemble des plans P de R3 pour lesquels qP est de signature (2, 0) (resp.(1, 1),
(1, 0)) ?

4. Dans la suite, l'orthogonal d'un sous-ensemble de R3 est celui dé�ni par la forme quadratique
Q. Soit (x, y, z) ∈ C \ {(0, 0, 0)}. Montrer que P(x,y,z) = (x, y, z)⊥ est un plan de R3 tel que
qP(x,y,z)

soit de signature (1, 0) (on pourra utiliser la question 2). En déduire que (x, y, z)⊥

est le plan tangent de C en (x, y, z).

5. On note D0 = {(0, 0, z)/z ∈ R}. Calculer D⊥0 .
6. Soit P un plan vectoriel de R3 interceptant C \{0} de manière non tangente et ne contenant

pas D0. Montrer qu'il intercepte C en deux droites et que les deux plans tangents à C en
ces droites s'interceptent selon P⊥.

7. soit D une droite de R3 di�érente de D0 et P1, P2, P3 trois plans de R3 contenant D,
interceptant C \ {0} de manière non tangente et ne contenant pas D0. Pour tout i = 1, 2, 3,
on note Pi,1 et Pi,2 les 2 plans tangents à C le long de C ∩Pi. Montrer que les trois droites
P1,1 ∩ P1,2, P2,1 ∩ P2,2 et P3,1 ∩ P3,2 sont coplanaires.

8. Comment construire D⊥ et P⊥ pour une droite vectorielle D et un plan vectoriel P quel-
conques de R3.

Exercice 3 (théorème de Müntz)

Soit K un corps quelconque et (a1, · · · , an) ∈ Kn et (b1, · · · , bn) ∈ Kn des éléments de K tels
que ai + bj 6= 0 pour tout 1 ≤ i, j ≤ n.

1) On suppose les (ai) distincts deux à deux. Montrer qu'il existe des scalaires (λ1, · · · , λn) ∈ Kn

tels que

R(X) =
(b1 −X) · · · (bn−1 −X)

(X + a1) · · · (X + an)
=

λ1
X + a1

+ · · ·+ λn
X + an

Calculer λn.

2) On pose

∆n = det
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Montrer que si les (ai) sont distintcs, on a ∆n = R(bn)
λn

∆n−1. En déduire, dans le cas général, la

formule ∆n =

[∏
1≤i<j≤n(ai−aj)

][∏
1≤i<j≤n(bi−bj)

]
∏

1≤i,j≤n(ai+bj)
.

Soit (E, 〈·, ·〉) un espace pré-Hilbertien et (x1, · · · , xn) une famille de vecteurs de E. On appelle
matrice de Gram de la famille (x1, · · · , xn) la matrice

(
〈xi, xj〉

)
1≤i,j≤n et on note G(x1, · · · , xn)

son déterminant.

3) Soit x un point de E, V un sous-espace de dimension �nie de E et (f1, · · · , fn) une base de V .
Montrer qu'on a la formule suivante

inf
y∈V
‖x− y‖2 =

G(f1, · · · , fn, x)

G(f1, · · · , fn)
.

Dans la suite E est l'espace des fonctions continues sur [0, 1] et 〈f, g〉2 =
∫ 1

0
f(x)g(x) dx.

On considère une suite strictement croissante (αn)n∈N de réels strictement positifs et on pose
VN = Vect

{
xα1 , · · · , xαN

}
.

4) Soit m ∈ N. Montrer que infy∈VN ‖xm − y‖22 = 1
2m+1

∏N
i=1

( 1−m/αi

1+(m+1)/αi

)2
. En déduire l'espace

Vect{xαn , n ∈ N} est dense dans C0([0, 1],R) si et seulement si la série
∑

n
1
αn

diverge (on pourra

utiliser le théorème de Weierstrass qui dit que R[X] est dense dans E).
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