
Agrégation externe de MathématiquesTD DualitéE. AubryExerie 1: Soit E et F deuxK-espaes vetoriels de base B = (e1, · · · , en) et B′ = (f1, · · · , fm),et u ∈ L(E,F ). Montrer que si A = MatB,B′u, alors MatB′∗,B∗

tu = tA.On suppose maintenant que E = F . Soit P la matrie de passage entre la base B et labase B′. Caluler la matrie de passage entre la base B∗ et la base B′∗.Exerie 2: Soit E et F des K-espaes vetoriels, L : E → F une appliation linéaire et B unebase de ker tL. Montrer que y ∈ imL ssi α(y) = 0 pour tout α ∈ B.Exerie 3: Sur Mn(K) on dé�nit li(M) =
∑

j mij et ci(M) =
∑

j mji. Caluler le rangde la famille (l1, · · · , ln, c1, · · · , cn). En déduire que pour tout k ∈ K, il existe une matrie
M ∈ Mn(K) telle que ∑

j mji = k =
∑

j mij pour tout i ∈ {1, · · · , n}. Que peut-on dire del'ensemble des matries véri�ant ette propriété? Caratériser les (λ1, · · · , λ2n) ∈ K2n pourlesquels il existe M ∈ Mn(R) véri�ant li(M) = λi et ci(M) = λi+n pour tout i ∈ {1, · · · , n}.Exerie 4: Soit (x0, · · · , xn) ∈ R
n+1 des points distints. Montrer que pour tout P ∈ Rn[X ],le oe�ient devant Xn dans P est donné par
an(P ) =

n∑

k=0

P (xk)∏
j 6=k xk − xjet que le oe�ient onstant véri�e

a0(P ) = (−1)n
n∑

k=0

P (xk)

∏
j 6=k xj∏

j 6=k xk − xjExerie 5: Soit w :]a, b[→ R positive non nulle et telle que ∫ b

a
tkw(t) dt soit intégrable pourtout k ∈ N. Soit (x0, · · · , xn) ∈ R

n+1 des points distints. Montrer qu'il existe (λ0, · · · , λn) ∈

R
n+1 tel que pour tout P ∈ Rn[X ], on ait ∫ b

a
P (t)w(t) dt =

∑n

i=0
λiP (xi).On suppose maintenant que n = 2k− 1. Montrer que ϕ : Q ∈ Rk[X ] 7→ (P 7→

∫ b

a
PQw) ∈

(Rk[X ])∗ est un isomorphisme. En déduire qu'il existe Q0 ∈ Rk[X ]\{0} tel que ∫ b

a
PQ0w = 0pour tout P ∈ Rk−1[X ]. Montrer que Q0 est sindé à raines simples (montrer que sinon,on peut trouver P ∈ Rk−1[X ] tel que PQ0 ≥ 0 sur R). On note (x1, · · · , xk) les rainesde Q0. Montrer qu'il existe (λ1, · · · , λk) ∈ R

k tel que ∫ b

a
Pw =

∑k

i=1
λiP (xi) pour tout

P ∈ R2k−1[X ].Exerie 6: Soit x0 = −∞, xn+1 = +∞ et x1 < · · · < xn des réels. Quelle est la dimensionde l'espae des fontions C1 sur R dont la restrition à haque ]xi, xi+1[ est un polyn�me dedégré au plus 2?
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