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Exercice 1 Soit u ∈ L(E). On pose Ik = Imuk et Nk = Keruk. Montrer que la suite ak =
dim Ik − dim Ik+1 est positive et décroissante. En déduire que les suites

(
Nk

)
k∈N et

(
Ik
)
k∈N sont

strictement monotones jusqu'à un rang d puis constantes (d = inf{k ∈ N/Keruk = Keruk+1} =
inf{k ∈ N/ Imuk = Imuk+1}. d est appelé indice de u. Montrer que d ≤ n et E = Imud ⊕Kerud.

Exercice 2 Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension n. Montrer que u est

nilpotent ssi il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supétrieure à diagonale

nulle. Montrer que u est nilpotent ssi le polynôme caractéristique de u est Xn.

Exercice 3 Soit K un corps de caractéristique k et E un K-espace vectoriel de dimension n non

divisible par k. Montrer que u ∈ L(E) est nilpotent ssi tr(uk) = 0 pour tout k ∈ {1, · · · , n} (indic. on

pourra utiliser l'exercice précédent et faire une récurrence sur la dimension de E).

Exercice 4 On ra�ne l'exercice 2. Soit u un endomorphisme nilpotent d'indice d. On reprend les

notations de l'exercice 1. Soit Gd−1 tel que Nd = E = Nd−1⊕Gd−1 et
(
e
(d−1)
1 , · · · , e(d−1)ad−1

)
une base de

Gd−1. Montrer que la famille
(
e
(d−1)
1 , u(e

(d−1)
1 ), · · · , ud−1(e(d−1)1 ), · · · , e(d−1)ad−1 , u(e

(d−1)
ad−1 ), · · · , ud−1(e(d−1)ad−1 )

)
forme une famille libre de E.

Montrer qu'il Gd−2 tel que Nd−1 = Nd−2 ⊕ u(Gd−1)⊕Gd−2 et que si
(
e
(d−2)
1 , · · · , e(d−2)ad−2

)
une base

de Gd−2, alors la famille
(
uj(e

(d−1)
i )

)
i6ad−1,j6d−1∪

(
uj(e

(d−2)
i

)
i6ad2 ,j6d−2 forme une famille libre de E.

En itérant la construction, montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est une

matrice de Jordan.

Généraliser aux endomorphismes dont le polynôme caractéristique est scindé.

Exercice 5 Soit M ∈Mn(C). Montrer que M et tM sont semblables.

CNS pour que M et 2M soient semblables.

Montrer que toute matrice de la forme In+N avec N nilpotente est l'image d'une matrice nilpotente

par l'exponentielle matricielle.
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