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Exercice 1 Combien de solutions Uéquation M? = | 2 4
30

Exercice 2 Soit v € L(E) dont le polynéme caractéristique xu, = [[;_ (X — N\i) est scindé (avec
éventuellement \; = ;). Montrer que pour tout P € K[X]| on a les relations suivantes

d n n
Xpw = [ [(X = P(\)) tr(P(u) =Y P(\) det P(u) = [[ P(\).
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En déduire le déterminant et le polyndme caractéristique d’un matrice circulante
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Exercice 3 Soit Aj,---, A, des matrices nilpotentes de M, (K) commutant deuzr & deuz. Montrer

gue A1 X --- X A, = 0. Est-ce encore vrai si les malrices ne commutent pas?

Exercice 4 Soit A une matrice inversible de M, (C) et p € Z*. Montrer qu’il existe une matrice
B € M, (C) telle que B? = A. Montrer qu’il eziste B € M, (C) telle que A = eB. A-t-on la méme
propriété si A n'est pas inversible? dans M, (R)?

Exercice 5 Soit M une matrice symétrique réelle de taille. Montrer que l'application

F:R"\{0} — R
no_ M XX
A > s
atteint son mazimum en un point v de S* L. Calculer d,F et en déduire que M admet au moins un
vecteur propre. Montrer que M est diagonalisable dans une base orthonormée.



Exercice 6 Soit (E, (-, >) un espace euclidien et u € O(E). Montrer que E se décompose en somme
directe orthogonale des sous-apespaces propres F1(u) et E_i(u) et de plans stables par u (on pourra
considérer u + u~'). En déduire qu’il existe une BON de E dans laquelle la matrice de u est de la
forme:
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est compact et admet deux composantes connexes homéomorphes.

). En déduire que SO(FE) est compact et connexe par arcs et que O(F)



