UE4 ALGEBRE LINEAIRE UNIVERSITE DE NICE

Examen du 12 janvier 2015

La correction tiendra grandement compte de la clarté et de la concision de la rédaction.
L utilisation de calculatrices et de téléphones portables est interdite.

Ezercice 1. — Quelques calculs de commutants (d’aprés Maths G, 2013).
k désigne un corps quelconque et n un entier > 2.

1) Soient A et B deux matrices dans M,,(k) qui commutent.
Montrer que les sous espaces propres de A sont stables par B.

2) Soient Aq, ..., A, des éléments deux a deux distincts du corps k et (p1,...,p,) une liste
d’entiers naturels non nuls telle que p; + --- + p. = n.
Montrer que l'algébre des matrices de M,, (k) qui commutent & la matrice diagonale

Ay, (0)
(0) Arlp,
est I’ensemble des matrices diagonales par blocs de la forme :
M, (0)
(0) M,
ou My, ..., M, représentent des matrices carrées de formats respectifs p; X p1,...,pr X pr.
3) Cas d’une matrice compagnon.
Soient (ag, . ..,a,-1) € k™ et C' la matrice compagnon :
[0 (0) ao |
1 - ai
C=1|¢og . " g € M, (k).
0 ans
L(0) 0 1 an]
On note (eq,...,e,) la base canonique de k™.

a) Soit M € M, (k). Montrer qu’il existe une liste (b, ...,b, 1) € k", telle que
n—1
M€1 = Z biC’iel.
i=0

b) En déduire que I'algébre des matrices qui commutent a C' est k[C] (I’algébre des
polynomes en C').
4) Soit A € M, (k) non scalaire.
En utilisant la question précédente, montrer que l'algébre des matrices de Ms(k) qui
commutent a A est k[A]. Préciser sa dimension.
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Ezercice 2. — Soient E un R-espace vectoriel de dimensionn > let ¢ : ExXE — R une forme
bilinéaire symétrique. On fixe une base (ey,...,e,) de E et I'on note ® := [¢(e;, €;)] € M,(R)
la matrice de ¢ dans cette base.

Enfin, pour tout entier 1 < k& < n, on note ®;, € My (R) la matrice k x k formée des k premiéres

lignes et k premieres colonnes de ®.
1) Que signifie qu’une forme bilinéaire symétrique est non-dégénérée ?
2) Dans cette question, on suppose ¢ définie positive ),
a) Montrer que ¢ est non-dégénérée.
b) Montrer que 'on a det & > 0.
¢) Montrer que pour tout 1 < k < n, on a det &5 > 0.

3) Réciproquement, on suppose que 'on a pour tout 1 < k < n, det &, > 0.
a) Montrer que ¢ est de signature (n,0).
[Indication: On pourra procéder par récurrence sur n]
b) En déduire que ¢ est définie positive.

4) Dans cette question, on suppose que 'on a pour tout 1 < k < n, det &, # 0. On note
Sk € {+,—} le signe de det &} et on pose Sy = +. Soit ¢ le nombre de changements de
signe dans la suite Sy, S, ..., Sn.

Montrer que le ¢ est de signature (n — g, q).

1. C’est-a-dire que pour tout = € E, p(z,z) > 0 et que 'on a (¢(x,z) =0) = (z = 0).



