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Exercice 1

1 1
1. On vérifieque A |0 | = | 0| d'ou A(D) = D.
1 1

La matrice A est orthogonale, car ses vecteurs-colonne forment une b.o.n. Autrement dit,
on a YAA = I5. Par conséquent, pour tous z,y € R? on a

(x,y) = tzy = "2" AAy = *(Az)(Ay) = (Az, Ay).

1
Tl s’en suit que si y € D+, donc (z,y) = 0 pour z = [ 0 |, alors (Az, Ay) = 0 mais puisque
1

Az = z, cela implique (z, Ay) = 0 donc Ay € D+.
Par conséquent A(D+) C D+. Comme A est inversible, on a égalité.

. L’orthogonal D+ est

2. Une b.o.n. pour D est donnée par le vecteur f; = L'

Il

Il
S onh

défini par (z,z) = 0 c’est-a-dire ’ensemble des © = xie; + xges + w3€3 € R? veérifiant
x1 + z3 = 0 et x5 quelconque, d’ou

1 0
DF=R|[ 0 |aRrR|1
-1 0

Il s’ensuit qu’une b.o.n. pour D+ est donnée par

V2 0
fo=1 0 et fg=1[1
_ 1 0

V2

1l vient que (R3, (-, —)) admet B = (f1, fa, f3) comme b.o.n. Hors baréme : Cette b.o.n.
est directe puisque le déterminant de la matrice (f1, fa, f3) vaut +1.

3. Pour expliciter la matrice R = Mat(A)p il s’agit d’exprimer Afj, Afs, Afs dans la base
(f1, f2, f3). Comme Af; = fi la premiére colonne de R est le premier vecteur e; de la
base canonique de R3. D’apreés les questions précédentes, on sait que Afy = afs + bfs et
Afs = cfa + dfs pour des coefficients a, b, ¢,d € R. Un calcul explicite montre

1 V6
1 2 1 V3 T V3 1
Afg=— 6| =2f - *° t Afs = 1 = — — f3.
f2 \/§ _i 2f2 2 f3 € f3 %/6 9 f2+ 2f3
2 T4
On obtient donc
1 0 0
R=Mat(d)p= |0 § 3
0 —¥3 1
2 2

montrant que I’endomorphisme A représente une rotation d’axe D et d’angle —%5. Hors
baréme : l'orientation de cet angle est correcte puisque le repére (f1, fa, f3) est direct.



4. La matrice de passage O de la base canonique (e1,e2,e3) vers la base (f1, fo, f3) est
donnée par les vecteurs-colonne (fi, fa, f3). La formule de changement de base donne
O~ 'AO = R, c’est-a-dire A = ORO™'. Puisque (f1, f2, f3) est une b.o.n., la matrice de
changement de base O appartient & O3(R) (comme le repére est direct, on a O € SO3(R)).

Exercice 2
1. Le polynéme caractéristique est py(X) = —(X — 1)3(X —4).
La matrice H posséde donc une valeur propre 1 de multiplicité 2, et une valeur propre 4
de multiplicité 1. Les valeurs propres sont réelles car H est une matrice hermitienne.

Les dimensions des espaces propres sont égales & la multiplicité de la valeur propre, car
toute matrice hermitienne est diagonalisable.

Un calcul explicite montre

1 7 1 T 1 1
Ey=Ker|—i 1 1| ={ 22| €C®lay+iza+izg=0y,=C|i|@C|[0
- 1 1 T3 0 ]

-2 1 1 1

Ei=Ker|—-i -2 1 |=C|1

- 1 =2 1

2. Comme 1 # 4 on sait que Fy 1 Fy4. 1l suffit donc de trouver une b.o.n. pour Fp et une
b.o.n. pour Fy. Pour Ey il s’agit de normaliser le vecteur de base, ce qui donne

fs =

s

S

Les deux vecteurs de base de Ej trouvés ci-dessus ne sont ni orthogonaux ni normalisés.
On va normaliser le premier et remplacer le second par un vecteur qui est orthogonal au
premier tout en appartenant a F (i.e. fo = x1e;1+xoea+xses doit vérifier x1+ixo+izg =0
et 121 +iz2 = 0 et ||f2]] = 1). Cela donne

1 1
% %
h=17m]cth= G
0 G
Les trois vecteurs (f1, f2, f3) forment donc une b.o.n. de (C3,(—,—)) de sorte que la

matrice U = (f1, fa2, f3) est unitaire. Comme f1, fo sont des vecteurs propres de H de
valeur propre 1 et f3 est un vecteur propre de valeur propre 4 on obtient

1
U'HU = [0
0

3. Pour v = z1e1 + z2es + w3e3 € C3 on obtient
q(v) = 2(\x1|2 + ]a:2|2 + |£C3‘2) +i(z102 — T1x9) + i(2103 — T1x3) + (X203 + Toxs)
= 2(‘.%1’2 + ’1‘2|2 + |$3‘2) + 2%(.%1.@_2) + 2%(1‘1.%73) + 2?)%(.@2.%_3)

qui est visiblement un nombre réel. De maniére abstraite, ¢(v) € R puisque la forme
quadratique g est associée & la forme sesquilinéaire symétrique (v,w) — ‘vH®w et l'on a
tyHw ='"wHw = "'Hw = '(Hv)w = ‘wHv ce qui donne le résultat pour v = w.




4. La signature de la forme quadratique ¢ est (3,0) puisque H posséde trois valeurs propres
strictement positives. Par conséquent (en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz), I'ori-
gine de C? est I'unique vecteur g-isotrope, c’est-a-dire ¢(v) = 0 implique v = 0.

Exercice 3

1. Le polynome caractéristique se calcule comme suit :

-X 1 —1 -X 0 —1
v, (X)) =] 1 1-X 14m|/ &9 1 24m-X 1+4m
1—m m 2—X 1-m 24+4m—-—X 2-—-X
-X 0 —1
L3:=é3fL2 1 24 m—X 1+m
-m 0 1-m-X

En développant ce déterminant selon la deuxiéme colonne on obtient

pe,, (X)=24+m—-X)(-X1-m-—-X)—m)
=24+m-X)(X*+(m—-1)X —m)
=—(X-(m+2)(X+m)(X-1)

11 vient que les valeurs propres de C,, sont m + 2, —m et 1.

2. Les trois valeurs propres sont deux & deux distinctes si et seulement si m # —1. Dans ce
cas Cp, est diagonalisable.

3. Si m = —1 alors C_; a une valeur propre 1 de multiplicité 3. L’espace propre de C_;
-1 1 -1 0
Ei=Ker| 1 0 0]l =R|1
2 -1 1 1

est de dimension 1 < 3 donc C'_;1 n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable puisque son
polynome caractéristique —(X — 1)3 est scindé.

4. Puisque la dimension de F4 est 1, la réduite de Jordan de C_q contient un seul bloc de
Jordan de la forme

1 10
Jig=10 11
0 01
Le premier vecteur de la base de Jordan associée est vecteur propre de C_1 et peut donc
0
étre choisi fi = [ 1]. Les deux autres vecteurs de la base de Jordan s’obtiennent en
1

résolvant successivement les équations (C_q1 — I3) fo = f1 et (C_1 —1I3) f3 = f2. On obtient

comme solutions possibles
1 1

Jo= 1] et fs=1] 0
0 -2

Pour la matrice de changement de base P = (f1, fa, f3) il vient P~1C_1 P = J; 3.

BAREME : (24242+1)+ (242424 1)+ (24+1+1+2)



