UNSA — COMPLEMENTS D’ALGEBRE ET D’ANALYSE — L2 2013-2014
Feuille d’exercices n° 1

1. Montrer qu'une fonction continue f : R — R telle que lim;_,o f(t) = 00 et
lim;,_ f(t) = —o0 est surjective. Quels sont les polynémes qui satisfont ces
hypotheses 7

2. Soit F, un ensemble de cardinal n. Déterminer le cardinal de I’ensemble
Appl(E,,, E,,) des applications de F,, vers E,. Déterminer le cardinal de
I'ensemble P(E,) des parties de E,. Déterminer le cardinal de lensemble
Pm(E,) des parties a m éléments de E,,. Ces cardinaux sont-ils reliés ?

3. Soient f1: E1 — Fs et fo: Es — F3 des applications.

3.a. Montrer que si f1 et fo sont injectives (resp. surjectives resp. bijectives),
alors leur composition fso f1 : 1 — E3 est également injective (resp. surjective
resp. bijective).

3.b. Montrer que fs5 o f; injective implique f; injective.

3.c. Montrer que f; o f1 surjective implique fy surjective.

3.d. En déduire qu’une application inversible est bijective.

4. Soit f : E — F une application et A, B deux parties de F et C, D deux
parties de F'. Montrer

4.a. f(AUB) = f(A)U f(B)
4.b. f(AﬁB)Cf( )N f(B)
d.c. (CUD) ()U ( )

4.d. f7HCND) = f He)nfY(D)

d.e. Si f est injective, alors f(AN B) = f(A) N f(B). Donner un exemple
d’application f: E — F telle que f(ANB) # f(A)N f(B)

5.a. Etablir une bijection entre N et Z;

5.b. Etablir une bijection entre N et NxN; en déduire qu’une réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables est dénombrable.

5.c. Etablir une surjection ¢ : N* — Q% telle que les fibres ¢! (L) soient finies
ou dénombrables. En déduire une surjection Z — Q. Conclure que I’ensemble
des nombres rationnels est dénombrable.

6. Soit A: E — P(FE): z — A(x) une application quelconque. Montrer que
lensemble B’ = {x € E|x ¢ A(z)} n’appartient pas & 'image de A. En déduire
que pour tout ensemble E, FE et P(E) n’ont pas le méme cardinal.

7. Construire une application surjective ¢ : P(N) — [0, 1] telle que pour tout
x € [0,1] la fibre ¢~ 1(x) est un ensemble fini ou dénombrable. En déduire que
I’ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable.

MoTs-CLES : Ensemble, application, cardinal, dénombrabilité.



