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LE PRODUIT HARMONIQUE DES SUITES

par Bernard CANDELPERGHER et Marc-Antoine COPPO

ABSTRACT. By means of an involutary binomial transformation on complex
sequences, we define a new product called “harmonic” because of its remarkable
properties towards harmonic sums. The Euler series transformation allows one to
deduce from these properties some new and remarkable identities.

1. INTRODUCTION

Dans I’espace CN" des suites a valeurs complexes, on considere la
transformation linéaire D associant a toute suite a = (a(l),a(2),a(3),...)
la suite D(a) définie par

D) (n+ 1) = Z(—l)k (Z)a(k 4+ 1) pour tout n > 0.
k=0

L’opérateur D est un automorphisme involutif du C-espace vectoriel CN',
c’est-a-dire

a=D(D(a)).

Formellement, les suites a et D(a) sont liées par la relation d’Euler:

3 D@m=~ an) (ﬁ) .

n>1 n>1
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La relation précédente montre en particulier que la suite harmonique n — —
n
. . 1 . o
est invariante par D. En notant N cette suite, on peut donc écrire

Iy 1
&) =¥
Si D(a)D(b) désigne le produit de Hadamard (i.e. le produit terme a terme)
des suites D(a) et D(b), on définit un nouveau produit dans CN' | noté x,
par la formule
a x b= D(D(a)D()) .

Il en résulte (par involutivité de D) que D(ab) = D(a) x D(b). Muni
du produit , D’espace vectoriel CN est une C-algébre commutative,
associative et unitaire (mais non-integre), 1’élément unité étant la suite
b = (1,0,0,...) = D) ou 1 est la suite (1,1,1,...). Une suite a est
inversible pour le produit X si et seulement si D(a) est inversible pour le
produit de Hadamard (i.e. D(a)(n) # 0 pour tout n).

Une expression explicite du produit a X b est donnée par la formule
suivante :

@eomt = (1) (Nt vpnr1-0 w0,
k) \!
0<I<k<n
qui permet de le calculer pour de petites valeurs de n; on obtient ainsi
(a x b)(1)=a(D)b(1),
(a X b)(2)=a2)b(1)+a(1)b(2) — a(2)b(2),
(a x b)(3)=a3)b(1)+a(1)b(3) + 2a(2)b(2) — 2a(3)b(2) — 2a(2)b(3) + a(3)b(3)
etc.
Le produit x possede des propriétés remarquables vis-a-vis des sommes

harmoniques qui justifient sa dénomination de produit harmonique. On
démontre (Théoreme 2) la relation suivante: pour toute suite @, on a ’identité

(11\! M a) (n) = %(a(l)—&—a(Z)—i—---—i—a(n)).

De cette propriété d’harmonicité découlent plusieurs applications remarquables.
On obtient notamment (Théoréme 4) la formule suivante :

1 " (n\ 1
> —7:MFDﬂ‘@WﬂWﬂ

n..
nEm > >m>1 m=1
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qui s’applique a toute suite a et pour tout entier k > 1. Dans le cas particulier

ou a est la suite harmonique A on retrouve la classique « formule de Dilcher »

(cf. 2], [3], [5D):

1 “ VAN
Z nl...nk:;(_l) 1("’!)%’

nzn > 2ne>1
dont on donne une formulation plus générale (Corollaire 8).
On introduit les nombres

1
S(k)(a)(n) = Z I
> > >m>1 ny...Ng_—1

qui apparaissent comme une généralisation naturelle des nombres har-
moniques ¢® de Rota et Roman (cf. [9], [10]): on a en effet la relation

1
b = S(k)(ﬁ)(n). Par transformation d’Euler, on obtient la relation

D(a)(n) , 1 z \"
Z 1k = Z ZS(k)(a)(n) (Z——1>

n>1 n>1

1

qui permet notamment, dans le cas ol a est la suite n +—> W , d’étendre
n—

une formule de Ramanujan ([1], chapitre 9, Entry 34) pour la constante de

Catalan (Exemple 23 d)).

2. PRELIMINAIRES : OPERATEURS DANS L’ESPACE DES SUITES

2.1 L’ISOMORPHISME ®

NOTATION. Le C-espace vectoriel CN™ des suites

a = (a(l),a2),a(3),...,a(n),...)

a valeurs dans C est noté £*.

DEFINITION 1. Si C[[z]] désigne I’espace des séries formelles, on a un
isomorphisme naturel :
D: & — C[[z]]

défini par

n 2 3
D(a)(7) = ;a(n n 1)% — a(l) + a)z + a(3)% n a(4)% ¥
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DEFINITION 2. Les opérateurs sur £* se transforment en opérateurs
sur C[[z]] via ’isomorphisme @®. Plus précisément, si U désigne un opérateur
sur £*, il lui correspond 1’opérateur u sur C[[z]] défini par la relation

OU = ud < u=>oUd™!
que I’on appelle [’image de U. On a donc le diagramme :

e Yy g

T
Cllzl] —— CIlzIl
L’image de I’opérateur / d’identité sur £* est notée Id.

EXEMPLE 1.
a) La suite §; définie pour k >0 et n > 1 par

1 sin=k+1
Ox(n) = { i
0 sinon

vérifie la relation .

PEIE = 7 -

On a § :=(1,0,0,...), §; :=(0,1,0,...), etc.

b) La suite 1:=(1,1,1,...) vérifie ®(1)(z) = €°.
¢) Lasuite N:=(1,2,3,...) vérifie la relation

PN)(2) =Y (n+ 1)51—"' =z¢* + ¢ = (1 + 7)ét.

n>0

N—

d) Pour a € C, la suite géométrigue o™~ = (1,a,a%, 03,...) vérifie la

relation
nn

¢(QN71)(Z) — Z an'z — eOtZ .

n>0

,...) vérifie la relation

S

1 11
La suite — := (1, =, =
e) La suite N (72737

| I\l

S

1 1 " oo
<D(ﬁ)(2)—§n+1 z_;(nﬂ)!_E(e b-

. . .. .1 .
Dans la suite de ’article, on désignera la suite N sous le nom de suite

harmonique.
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NOTATION. Si a et b sont deux suites dans £*, on note ab la suite
définie par
(ab)(n) = a(n) b(n) .

On a en particulier: la = a et dra = a(k + 1)d; pour tout £ > 0. Muni de
ce produit (appelé produit de Hadamard), £* est une algebre commutative,
associative et unitaire notée A. L’élément unité de A est la suite 1.

2.2 LES OPERATEURS L ET R
DEFINITION 3. L'opérateur L de décalage a gauche sur £* est défini par
La)(n) = a(n+ 1),
autrement dit
(a(1),a(2),a(3),...) N (@2),a(3),a4),...) .

L’image de L est I’opérateur de dérivation formelle O, car on a

n 2
O(L@) @) = Y aln+2) = a2) +aB)z + al) I ++ -+ = D).

n>0

DEFINITION 4. L’opérateur R de décalage a droite sur £* est défini par
an—1) sin>1
R(a)(n) = ,
0 sin=1,
autrement dit
R
(a(l),a(Z),a(3), . ) — (0,a(1),a(2)7a(3),...).

La suite R(a) = (0,a(1),a(2),...) est notée (0,a). L’image de R est
I'opérateur d’intégration formelle [, car on a
n+1 2

F4 z :
O (R(@))(2) = nZ%a(n—F Doy = Dzt a@g; + - = /0 D(a)(r)d.

REMARQUE 1. On a la relation LR = [, mais on notera que RL n’est pas
I’identité :

(a(1),a(2),a(3),...) =5 (0,a(2), a(3), a(4),. .. ) .
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2.3 LES OPERATEURS D ET S
DEFINITION 5. Soit V: £* — C le morphisme d’évaluation défini par
V(a) = a(l).

Son image est I’application v: C[[z]] — C telle que v(®(a)) = P(a)(0).
L’opérateur D: £* — £* est défini par

D@)(n) =V (I—-L)""a) =v ((-0)"'®(a)),

c’est-a-dire
“ —1
D(a)(n) = ;(—l)k_l (Z B 1)a(k) pour tout 1> 1,
ou encore

D@)(n+ 1) = Z(—l)k <Z>a(k—|— 1) pour tout n >0.
k=0
On obtient ainsi
D(a)(1) = a(1)
D(a)(2) = a(1) — a(2)
D(a)(3) = a(1) — 2a(2) + a(3).

REMARQUE 2. On définit dans [3] une version “continue” de 1’op érateur D
dans un cadre différent.

PROPOSITION 1 (Relation entre D et la transformation binomiale). Soit T
la transformation binomiale définie sur €& = CN par

- n
T(a)(n) =Y (—1)* <k> a(k),
k=0
et m: &€ — &* la projection naturelle :

(a(0),a(1),a(2),a(3),...) > (a(1),a(2),a(3),...) .

On a la relation

2.1) D(}%{w(a)) = a(O)]lV - ]lvw(T(a)) .
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Démonstration. On a pour n > 1,

1
nD< 7r(a)>(n) Z( ki 1( 1>%a(k)

_— Z(—l)" (Z) atk) = ~T(@m) +a©). O
k=1

PROPOSITION 2 (Image de D). On a la relation
(2.2) (D(@))(2) = eP(a)(~2),
autrement dit, I'image d de 'opérateur D est telle que pour tout f € C[[z]],
d(f)2) = ef(=2).

Démonstration. On a

®(D(@))(2) = ZZ( )(—1)ka<k+ D

n>0 k=0
- &
= (—Dfak+ D=
;); k! (n — k)!
_Z Za(k+l)( 1)
>0 " k>0

=eD(a)(—z). O

COROLLAIRE 1. L’opérateur D est un automorphisme involutif, autrement
dit,
D=D".
Démonstration. Pour montrer que D = D~!, il suffit de montrer que
d=d'.Ona

d(f) = g <= éf(—2) = g2) <= f(—2) = ¢ g(2)
= fl)=g(—) = f=dg. [l

EXEMPLE 2.
a) D)=0do, DIN) =69 — 61, D(61)=1—N.
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b) On a vu que ®("~!) = . 1l en résulte par (2.2) que D(a™~') =
(1 — a)V~!. En particulier la suite (%)Nfl est invariante par D.

¢) On a vu que CI)(%) = %(eZ — 1). Il en résulte par (2.2) que la suite
harmonique est invariante par D :

D(ﬁ) =5

PROPOSITION 3. Pour toute suite a, on a

(2.3) DL(a) = (I — L)D(a).
Démonstration. On a

®(DL(@)) (2) = €@ (L(@))(—2) = £0P(a)(—2) = & B(a)(—2) — e D(a)(—2)) ,

dou DL=D—-LD=(U-L)D. [

DEFINITION 6. L’opérateur de sommation S: £* — £* est défini par

n

S(a) (n) = Z a(k) .

k=1

EXEMPLE 3.
a) S =1,SA)=N.

1
b) S = m(l — o) pour a # 1. En particulier,

S(D¥ ) =-(1+E=D"") =@,0,1,0,...).

N =

PROPOSITION 4. L’opérateur S est un automorphisme d’inverse
S™'=I1-R.
Démonstration. On a
b(n) = S(a)(n) < a(n) = b(n) — b(n— 1)

pour n>1 et a(l) = b(1). L]
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1
NOTATlOlN. On pose H := f(ﬁ), 0 = S<ﬁ)’ et pour k > 2,
k) . k) . .
H() = S(ﬁ) et O() = S(m) avec
L N R 1 1
NN N @N—DF" 2N—1 2N-—-1"
——
k k
Pour n > 1, on a donc
H(n)_zn:l O(n)_zn:;
- k’ - 2k—1"
k=1 k=1
"1 “ 1
@) — @)
HOm = 25 0w =3 =17

k=1 k=1
EXEMPLE 4. Les relations
- "“HKk 1 1
ZH(k) =m+DHn)—n et % =3 (H(n))2 + EH<2>(n)
k=1 k=1

se démontrent facilement par récurrence; elles se traduisent par

SE) =N+ DH-N et S(H) = 30+ H?).
PROPOSITION 5. On a la relation
(24) B(S(@)(2) = B(@)(2) — ¢ / a1ty
0

Autrement dit, I'image s de S est I'opérateur Id —d [ d.
Démonstration. On a la relation (L —I)S = L qui se traduit par
(0 — 1P (S(a)) = 0P(a).

En résolvant 1’équation différentielle (0 — Id)®(S(a)) = OP(a), on obtient

O(5@) @) = Y@@ +¢ [ ¢ V@i
0

— D(a)(z) — ¢ / dDa)(—ndi. [

0
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PROPOSITION 6. Pour tout entier naturel p, I’automorphisme DS? est
involutif :
DSP = S7PD = (DSP)~!.

En particulier,
DS=S"'D=I—-R)D.

Démonstration. Le cas p = 0 traduit I’involutivité de D. On a vu que
I'image s de S est I'opérateur Id — d [ d. On en déduit que

S=1—DRD.
Dot DS=D —RD = (I —RD = S'D = (DS)~'. On procede alors par
récurrence sur p > 1 en écrivant que DSPT! = DSPS = SPDS = SPS~'D =
s~¢+tbp. O

EXEMPLE 5. Comme a = est invariante par D, on en déduit que

1

1
+ (07_N) = do + (0,

_N(N+1))’

1
DH)=U-R) (=) =
(H) = ( )(N)

c’est-a-dire |

DH)n)={ nn—1)
1 sin=1.

sin>1,

PROPOSITION 7. Pour toute suite a € £*, on a la relation
25) D (Ls@) = -D@
. N a) | = N a).

Démonstration. Comme S~ '=I—R,ona s~ ! =1d— f, d’ou

a(n—|—1)i
n+1 n!

0(5@)@ = 2@ — [ 0 = D@0 Y

n>0
= d(a)(z) — z@(%a) .

En remplagant a par S(a) dans la relation précédente, on obtient alors 1’égalité
1 (S -
® (—S(a)) _ O(S(@) — D@ .
N Z

D’apres (2.4), on a donc
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1 e [T,
@ (NS(a)> - —;/0 ' D(a)(—1)dt .

@(D(ism)» 1 / " d(a) ()t
N Z Jo

% /0 Z@(D(a))(t)dtsz(]%D(a)). [

1
EXEMPLE 6. Par (2.5) appliquée a la suite N on déduit

1 1 1 11 1
N N N NN N?

d’ol aussi
1 1 11 1

e
D|=H?®)==D(=)=—-=H=—H.
N N ‘N2 NN N2
24 FORMULE DE VANDERMONDE

NOTATION. Pour a € C, on note (o) =1 et pour n > 1,
(), =a(a+1)...(a+n—-1).

On note (a)y la suite n+— (a),. On pose N!:=(1)y.

PROPOSITION 8. Pour a € C et pour 3 € R—{0,—1,-2,...}, ona la
relation

1(a)N> 1 1 (B-a)y
26 D(=N) = — 2N
20 <N(B)N N N By
En particulier, pour « € R — {0,—1,-2,...},
27 D ((N— 1)!) _ 1 (a—1Dy _ 1 .
(@) N Ny Nta-1

Démonstration. D’apres la formule de Vandermonde (cf. [7], p.25), on
peut écrire

1) n)@: @)y (B-a),
k;( )<k ) k; (B) k! B,

La relation (2.6) s’en déduit alors par (2.1). [
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REMARQUE 3. La formule de Vandermonde peut s’ écrire plus simplement

(@)n_1 (ﬁ - a)Nfl
2.8 D = .
8 <<B>N_1 ) Bows

1
EXEMPLE 7. En appliquant (2.7) avec a = 7 il vient

b 2Z(N1)? 11 -12 2
(N(ZN)!)

"N NN—-12 2N—-1
2N\ (2N)!
N) (N2’

on en déduit

1 1 22N71
29 b <2N— 1) TN (@)

d’ol aussi par (2.5):

2N—1
p(Lo) - lp(t )12
N N 2N —1 N2 (213’)

En posant

3. LE PRODUIT HARMONIQUE

3.1 L’ALGEBRE H = (£*, ™)

On rappelle que A désigne 1’algebre (£, -) munie du produit de Hadamard
des suites.

DEFINITION 7. On définit le produit harmonique a x b de deux suites a
et b dans £ par
a x b := D(D(a)D(b)) .

Comme D = D~ ', on déduit immédiatement de la définition précédente les
deux relations fondamentales suivantes :

3.DH D(a % b) = D(a)D(b)
et

(32) D(ab) = D(a) x D(b).
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EXEMPLE 8.
a) Ona lxa=a(l)l,car
D x a) = D(1)D(a) = §oD(a) = D(a)(1)dy = a(1)dg = a(1)D(1) .
b) Ona N x a=a®)1+ (a(l) — a(2))N, car
D(N)D(a) = (60 — 61)D(a) = D(a)(1)dp — D(a)(2)d;
= a(1)D(N) + a(2)D(1 — N).
¢) Ona " ' x N1 =(a+8—aB)V !, car
D" B = (1 =)V = gy
= —(a+p—ap)™!
=D((a+ B —ap .
d) Enfin, par la formule de Vandermonde (2.8), on a

(v — Bn—1 . (B —)y_, _ (Y — )y, .

My_1 (/B)N_1 (Mn—1

PROPOSITION 9. L’espace (£*,x) est une C-algebre commutative, asso-
ciative et unitaire notée H , isomorphe a l'algébre A. L’élément unité dans H
est la suite 0.

Démonstration. La bilinéarité du produit x résulte de la linéarité de D et
de la bilinéarité du produit de Hadamard. De plus, il résulte immédiatement des
propriétés (3.1) et (3.2) que ’opérateur D réalise un isomorphisme d’algebre
entre les C-algeébres A et H.

Il en résulte que H hérite des propriétés d’associativité et de commutativité
de A. En particulier, I’élément unité de H est I'image de 1 par D, c’est-a-
dire 6. [

REMARQUE 4. L’algebre H contient des diviseurs de zéro. On a par
exemple
1x9 1 = 0.

COROLLAIRE 2. Une suite a est inversible dans H si et seulement si la
suite D(a) est inversible dans A (i.e. D(a)(n) # 0 pour tout n). Dans ce
cas, l’inverse harmonique de a est donné par la formule

X(=1) _ L)
(3.3) a =D (D(a) .
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Démonstration.
1
axb=0 < D@DOb)=Db6y)=1 < Db)=——. ]
D(a)
EXEMPLE 9.

a) Les suites 1 et N ne sont pas inversibles dans H.

1\ %D
b) (ﬁ) = D(N) = bp — 01,

M(—1) « N=1
o () :(a_1> .

3.2 PUISSANCES HARMONIQUES k-TEMES

DEFINITION 8. Pour toute suite a € £*, on définit pour tout entier k > 0,
la puissance harmonique k-iéme de a notée a™* par
a0 =6, et a®*tD = g% wq.
Par récurrence sur k, on en déduit immédiatement la formule suivante :
a"* = D(D(a)...D(a)) = D (D(@))") .
k

En particulier, si a est invariante par D, alors a™* = D(a").

EXEMPLE 10.
1\ 1
— =D(—).
» (N) (%)

N . k t . . ,
b) NYF — D((6o — 51)k) =1+ (_l)k(l _N) = { S1 K est 1impair

2—N sik est pair.

c) Soient les nombres de Stirling de deuxiéme espece

1< meif 1
S(k,n):mmz:;)(—l) k<m>mk.
On a
k
O = nlS(k,n)d,,

n=0
car

(61 = D((—l)"(N - 1)k)
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et

n
m

D(-D'W-DY@m+1D= Z(—D’”"( )mk = n!S(k, n).

m=0
3.3 IMAGE DE H DANS CJ[[z]]
THEOREME 1. Pour toutes suites a et b, on pose
(®(a) © P(b)) (x,) := P(@)@PD)() -

On a alors

n

G4 Dax b)) =D (0 ®v)0 + dy — 8:0,)" (Pa) @ d)(b))% .

n>0

1l en résulte que pour tout entier n > 0,

@xb)n+1)= > Crlatk+Db(l+1),
0<k<n
0<i<n

oit les nombres CX' sont définis par lidentité

X+Y-XY)"= > C'x*y'.
0<k<n
0<i<n
Démonstration. On a

D(a x b)(z) = P (D (D(a)D(b))) @) = D (D@D(b))(—2)

et

D@(n+1)=v(dd—0)'"®@) avec v(P(a)) = Pa)(0)=a(l).

D’ou
(D@D®)) (1 + 1) = (v, @ v)[(Ad—)1d —D)]" (D(a) @ (b)) (x, )

53

= (vy ® vy)[Id —(0x + 0y — 0" (P(a) @ (D)) (x, ) -

On en déduit que

®(D(@D(Db))(—2) = (1;®@0)) Y _ I~ +0,—,0y)]" (P(@) 2 D(B)) (—1)"

n>0
= eiz(vx ® Uy)e(ax+a»~78«\‘a")z (¢(a) ® q)(b)) '

ZV!
n!



54 B. CANDELPERGHER ET M.-A. COPPO

Il en résulte que
D(a b)) = (vy @ v,)e O TENid(a) @ (D)

= (W0 @ 1) (0; + Oy — 0,0,)" (P(a) @ (b))

Zn
n!
n>0

Par identification du terme général, on en déduit que

(@ x b)(n+1) = (v, ® v,)(Ox + dy — ,9,)" (D) ® (b))

= > (0 @ v,)CY 0k D(a) O, (D)

0<k<n
0<i<n

= > Clatk+ )b+ 1)

0<k<n
0<i<n

avec
X+Y—XY)y = Z chixky!. O

0<k<n
0<i<n

COROLLAIRE 3 (Expression explicite du produit harmonique).

(ax by (n+1)= Z (—1)“<Z> (’;) ak+ Db(n+1—-10) (n>0).

0<I<k<n

Démonstration. En développant (X + Y — XY)" par la formule du bindme
et en identifiant le coefficient de X*Y’, on vérifie que

n!

kil _ (_ 1\k+l—n :
G =D (n—k)'n— DI+ k—n)!

sin <k+l, et Cﬁ’l =0 sinon,
d’ou

(@xb)n+1)= > CHlatk+ )b+ 1)

0<k<n
0<1<n

!
= -1 k+I1—n n! . > |
0<Zk<,,( . n—k)!n—-DI+k—n) atk+ Db(l+ 1)
0<i1<n
k+I>n

- Z (—1)’”(2) (?)a(k—kl)b(n—l—kl). dJ

0<I<k<n
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COROLLAIRE 4. On a la relation
(3.5) D(a X b)(z) = vy (P(@)[Ad —0,)]PD)[y +2]) -
1l en résulte que
(3.6) @ (! X a)(2) = e*P(a) (1 — )z),

ce qui se traduit par l’identité
" (n 1—a\f
(3.7) @ ' xa)n+1)=a" ( ) (—) atk+1).
o

Démonstration. On a
O HAm00EP(q) = XM NEP(a)e ) = D(a)[x + (Id —0y)z]e?”
donc
D(a X b)(2) = (v; ® v,)P(@)[x + (Id —0y)z]e > D(b)
= (vx @ vy))P(@)[x + (Id —0y)z]P(B)[y + 2]
= vy (P(a)[Ad —3))z]PB)[y + 2] .
On a vu que ®(a* 1)(z) = e** donc
D! M a)(z) = vy (D™ H[Ad —0))z]D(a)ly + 2])
=, (eaad “D2P(a)y + Z])
= vy (e” P D(a)ly + 2])
= 3 S0 g

n>0

=e®®(a)((1 —a)z). [

EXEMPLE 11.

1 N—1 1 n n
() <o Qoo

k=0

PROPOSITION 10 (Caractérisation des suites invariantes par D). Une suite
a € £ est invariante par D si et seulement si elle peut s’ écrire sous la forme

1 N—1
a = (E) Nb,

ou la suite b € £* est telle que b(2k) =0 pour tout k > 1.
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Démonstration. On a
D(a) = a = ®(D(a)) = P(a) & P(a)(—2) = P(a)(2) .
Posons ¢(z) = e 2®(a(z)). On a donc D(a) = a < ¢(z) = ¢(—z). Dans ce
cas, ¢ peut toujours s’écrire
$(2) = q>(b)(§) avec b(2n) =0 pour n > 1,
et on a alors

i . 1 N—1
<I>(a(z))=ez¢(z)=ez<1>(b)(§)=<I><<§> Nb)(z)- 0

EXEMPLE 12.

a) La suite harmonique s’écrit

=)

1
b= — -Vl =(1,0
avec NN( ) (1,
b) La suite

1 1
757 7§a'~')'

1 111
==+ =0,=,=,=,...
a 2(0+ ) ( 727272a
est invariante par D. Elle s’écrit

1 N—1
a= <§> x (1,0,1,0,...).

REMARQUE 5. On comparera le critere d’invariance précédent avec celui
donné par Sun ([11] Corollary 3.3 (a)).

REMARQUE 6 (Sommation d’Euler des séries). Pour g > 0, on définit la
suite a'? par

n

Q) _ 1 ¢ () n—k
aq(n+1)——(q+1)n§ ()4 a1 (20

D’apres [6], la série -, a(n) est dite (E,q) sommable si la série Y, -, a9 (n)
converge; on pose alors

(E, )

_ 1l <0
Za(n).—q+1§aq(n+l).

n>1
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D’apres (3.7), on a Dinterprétation suivante de a'? :

a9 =V sa avec a=—I_.
qg+1

On obtient ainsi une reformulation du théoreme de Hardy ([6], p. 178-179):

THEOREME (Hardy). Si la série ), ., a(n) est convergente alors elle est
(E,q) sommable et on a

1 400 q N_1 400
q—|——1 ((]—F—l) X a ()= Za(n)

n=1 n=1
34 HARMONICITE

THEOREME 2. Pour toute suite a € £*, on a la relation

(3.8) % X a= %S(a).

1 1
Démonstration. 1l suffit de montrer que D(N X oa) = D(NS(a)). Or,

1 1 1 1
par (2.5), on a D(NS(a)) = ND(a) = D(N)D(a) = D(N X a). O
COROLLAIRE 5. Pour tout entier k> 1,

Ly = Lang

1
() =x

N

Démonstration.

o (v) -
1

EXEMPLE 13.

! D43—13(1)—13 R )
N TN TONTA\NT) T 2N '
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NOTATION. Pour tout p € R—{—1,-2,...}, 0on note p! =T(p+1); on
note I'(N + p) la suite n+— I'(n+ p) . On pose

TN +p)

(N)p = W .

Pour p entier naturel, on a (N)y =1, et pour p > 1
N)y=NWN+1)---(N+p—1).
Le théoréeme 2 se généralise alors de la maniere suivante:

THEOREME 3. Pour toute suite a € £* et tout réel p # —1,-2,-3,...,
on a la relation

p! p! (N),, )
39 P a= s(22q),
( ) (N)p+1 na (N)p+1 < p' “

ce qui, pour p entier > 0, se traduit par

n

! 5 Kkt (ktp—1)

n(n+1)...(n+p) = p! ®-

(o

NI X0 =

Démonstration. En appliquant (2.7) avec p = o — 1, on obtient

( 1 )_(N—l)!_F(N)F(p+1)_ p!
N+p’  (+ly TWN+p+D) N,

par conséquent,

p! _ 1
™o X a= D(N—+pD(a)> .

Posons alors

1
fri(@) = @(D(mD(a))> @.

On a
. 1 (="
Jrrid) =€ ;(D(‘l))(”—'_ l)n—|— l+p n!
et donc
. ; 1 n+P+1
e () = Z(D(a))(n-‘r D=1 mz p

n>0
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Par conséquent,

e () = / 23 (D@) o+ (-1

n>0

Z tn
- —tp _
_/0 e 't Za(n+1)n!dt

n>0
Z
= / e " d(a)(t)dt.
0
On obtient donc
1 <
frr1(2) = s /0 e 'PD(a)(r)dt .

Par le changement de variable u = #z, on a aussi

1
fri1(2) = / U D(a) (uz)du
0
— Z Eﬁa(k + 1)/ (1 — w'u**du

o I + 1!
Zk'l' ok D e T+

I(p + k)!
_Zn:n' Z W alk+ )(p+k+l+1)!

k+I=n

n o (p+ k!
_vazkv(p+ + 1! atk+1).

Or,
Zn‘ PO i1y = ! gk(kﬂ) (k+p—1) a(k)
k! (p+n—+1)! (... (n+14p) P P ¢

ce qui montre que

p! B 1 B p! (N)yp ))
b = S((N =0 S| —= .
<(N)p+1 " a) <(N)p+1 ( )pa)> <(N)p+1 ( p! ¢ -

EXEMPLE 14. Pour p=1,o0n a

|
NN+D YT NN D

S(Na)
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c’est-a-dire
1

1 n

On en déduit que

1 1 ‘
<N+1 Ma)(n)z mZmH—k)a(k).

k=1

COROLLAIRE 6. Pour toute suite a € £* et pour tout entier p > 0,

1 1
3.10 D|—S = SP (D .
(3.10) ((N),,+1 <a>> ™ (D(a))

Démonstration. Par récurrence sur p. Pour p = 0, c’est la formule (2.5).
En écrivant N)p41 = (N +p) (), , on obtient

1 1 1
D S =D —— D| —S
<<N>p+1 “”) <N+p> ) <<N>p “”)

p! 1 —1
= w9 '(D
Ny ), (@)

p! ™, 1 ., )
= S SP D
N)yir (p! ™), (D(@)

S? (D). O

TNyt

EXEMPLE 15.

1
a) Poura=—etp=1,
) a=yetp

b H  H
NN+1)) NN+1)°
b) Poura—let =2
_N p_ N

( H ) S(H) H 1 n 1
NN+1)(N+2)

T NN+ DWN+2) NN+2) N+1 _ Ntz

1
¢) Pour a:m et p=1,

H® 1 1 H? H®
b (N(N+ 1)) “NNF DY (NH> TONWNED NN D
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COROLLAIRE 7. Pour tout réel p+ —1,-2,...,0na

D(l>:p!Np!:p!S<l)
(N + p)? Npr1 - Ny Ny \N+p) -

Démonstration. Par (3.9),

p! N p! _ p! ((N),7 p! ): p! S( 1 ) 0
MNpr1 Ny Ny P! Ny (N)pi1 \N+p/)

EXEMPLE 16.
a) Pour p=1,

1 1 1 H 1
D = S = — ,
<(N+1)2) N(N + 1) <N+1> NN+1) (N+1)?

ce qui peut se réécrire:

H 1 +D< 1 )
NN+1)  (N+1)? N+

1 I\ 1
o) ~w (1)
=5 @ WS
ce qui peut se réécrire:

1 22N71
> (i) - NE &

1
b) Pour p = 5

c’est-a-dire

1 21 IS

REMARQUE 7. Plus généralement, on peut montrer que, pour tout entier

k>1,ona
1 N!
D = PuS, .. 8P,
<<N+p)k+1> NG 1 Dy <O »)

avec, pour 1 <m <k,

m - 1
SO =2 G

=1



62 B. CANDELPERGHER ET M.-A. COPPO

ou les Pr(Xi,...,Xy) sont les polynomes de Bell modifiés (cf. [3], [S]) définis
par la fonction génératrice

XM
exp(ZXm;) = PXi,... X2k

m>1 k>0

En particulier, pour p =0,

1 1
D<W> = ]T]Pk(H, H® ... H®),

1
et pour p = —>,

1 22N 1 (2) ®
D — P 0 0 . . O .
( (2N — 1)k+! > N( ) k( ) )

4. LES SOMMES HARMONIQUES

1 1
On rappelle la propriété d’harmonicité (3.8): N X a = NS(a). Cette

propriété justifie la généralisation suivante.

DEFINITION 9. Soit une suite a € £*, on définit pour tout entier naturel k,
la somme harmonique k-ieme de a notée S®(a) par la formule

(4.1) AN L gt
. ]T] Na—ﬁ a).

EXEMPLE 17.

1 1 X (k+1) 1 Xk 1 1 1
42 D(~r) = (=~ (2 T_lewdy
(4-2) (§err) (N) (N) “N=NT W

D’ou
1

S(")(ﬁ) ND(—— !

Nk—H )

ce qui se traduit par

1
S<k>( )(n) = nD( Nk+l )(n) = Z( "= 1( >ﬁ

m=1

Plus généralement, on a I’identité suivante,
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PROPOSITION 11. Pour toute suite a € £E* et pour k > 1,

mk—1

- 1
4.3) $O@m) =Y (—1y"! (”) D(a)(m).
m=1 m
Démonstration. D’apres (4.1) et la définition du produit harmonique,

iS(k)(a) — l . X a= D(LD((Z))
N N N*
d’Otl 1

SP(a) = ND(WD(a)) ;

ce qui se traduit par

k1

1 - 1
$V@)(n) = nD(<D(@)(m) = Y (=" (;) D@@)(m). [

m=1

On va a présent donner une autre expression des sommes harmoniques.

PROPOSITION 12. Pour toute suite a € £*, on a SO(a)(n) = na(n) et la
relation de récurrence :

44) S®D(a)(n) = Z H%S(k)(a)(m) pour k> 0.

m=1

Il en résulte que SV (a) = S(a), et pour k> 1,

45) P@am= Y ——am.

n...ng—
n>m >yl

1
Démonstration. On a 6y X a = —SO(a), c’est-a-dire SP(a) = Na. Pour
k >0, on peut écrire par (3.8) et (4.1),

1 1 X (k+1) 1 1 Xk 1 1 Xk
]T]S(k+1)((1) = (N) X a= ]T] X (N) Xa| = NS (N) Xal.

On en déduit la relation de récurrence

skD(g) = § (l) “ Xal=35§ (ls(;«)(a))
N N

qui se traduit par (4.4). La formule (4.5) s’en d éduit aussitdt par récurrence. []
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EXEMPLE 18.

1 1 1 1 1
S(O)(]T]) =1, S“)(N) =H, S<2>(ﬁ) = S(]T]H) = E(H2 +H?).

THEOREME 4. Pour toute suite a € £*, et pour k > 1, on a ’identité

(4.6) > a(nk)—Z( n™= 1( >mk1—l

n
n>n > >mp>1 1

Démonstration. La formule (4.6) résulte des formules (4.3) et (4.5). [

COROLLAIRE 8 (Formule de Dilcher généralisée). Pour k> 1 et g > 1,

4.7
1 o 1
Z ny.oomgnl mz:l( D 1( )m Z mp...mg_y

ny...Ng—1n
nzn - 2ne>1 m>m > 2mg_1>1

1
Démonstration. On applique (4.6) a la suite a = h Par (4.2), on a
1

1
D(a) = =S4 V(=).
@ =~ (N) O
EXEMPLE 19.
1
a) azm,

1 L &y e (1) HOm)
Z ...nk_ln_%_z( D (m) mk "’

n
nEm > >m>1 m=1

1
b) a= 45
) D N T 1<n> (How)® + HO(n)
nanz---anZInl"'nk_lnISc =1 m 2mk ’
1
) a=aN—1
1 1 " n 22m—l
> ()2
womSenezt M e 2= 1 S m) mk ()
1
d a=— .
) 4= GN Ty

1 () 22" 100m)
2 m nk1(2nk—1)2 Z( K () mk ()

n>n > >me>1 m=1 m
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5. LA TRANSFORMATION D’EULER

5.1 TRANSFORMATION D’EULER FORMELLE DANS CJ[[z]]

THEOREME 5. Soit a € £*, on a la relation dans C[[z]]

(5.1) S D@m=~ an) (%) .

n>1 n>1

Démonstration. Par définition de D(a), on a

ZD(a)(n+1)z —Z Z( 1)k< )a(k+1).

n>0 n>0 k=0
Or
y Z( 1)"( )a(k+ D=> (-Diatk+ D> (Z)z"k
n>0 k=0 k>0 n>k
=Y (=Dfatk+ D1 27!
k>0
k
= —Z( D¥a(k + 1)( )
k>0
= Z a(k + 1)( )
k>0
D’ou

k
n+1 __ < <
> D@+ D = 5 "("“)<Z—_1>

n>0 k>0

qui est la relation cherchée. [

EXEMPLE 20. D’apres les exemples 15a),b),c) et 16a), on a les relations
suivantes :

H® ,  ~ Hw [ z Y

%) ;n(n—i-l)z_ Zn(n+1)< )
v L (2 Y
_%;(nﬂ)2Z ;(n+1)2<z—1> ’

Hm - H(n) z .
® ;n(nﬂ%)z Z(n+1)(n+2) Zn(n+1)(n+2)(z—1)
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1 (H(n) H®(n) o H®n) z
0 32 s Zn(n+1) __Zn(iH—l)Z )

COROLLAIRE 9. Pour toute suite a € £* et tout entier naturel k, on a
l’identité

(5.2) ZD(ﬁ(”) = S<k>(a)(n)< ) .

n>1 n>1

1 1
Démonstration. D’apres (4.1), on a WD(a) = D(NS(k)(a)). La for-
mule (5.2) résulte alors de (5.1). [

EXEMPLE 21.

1
a) En appliquant (5.2) avec a = N on obtient pour k > 1,

1 1 n
69 L&) = - Z n Z Nk (zi 1) )

ny...
n>1 "z >e =1

ou Li; désigne (formellement) le polylogarithme

. 1,
Lix(2) := Z prEdn

n>1

b) En appliquant (5.2) avec a = on obtient pour k > 1,

m’
H(n) 1 1 z Y
sH YRR L Y ().
n>1 P S B L o BT
. 1 .
¢) En appliquant (5.2) avec a = N1 on obtient pour k > 1,

I 22 1
(5.5) EZ(Z") 17

n>1 \n
-3 Y ()
- n nl...nk,12nk—1 Z—l'

nzl - nzmz--2n21
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d) En appliquant (5.2) avec a = on obtient pour k > 1,

1
(2N — 1)’

I« 2 0(n) ,
(5.6) EZT z

n>1 (n) et

B 1 1 1 2
__ZZ Z 1...nk,1(2nk—1)2 z—1 ’

n
nzl - nznz--2n21

5.2 TRANSFORMATION D’EULER ANALYTIQUE
THEOREME 6. Soit une suite a € E*. Si la série Y -, a(n)z" est

convergente dans le disque unité D(0,1) alors la série anl D(a)(n)z" est
convergente dans le disque ouvert D(0, %) et on a pour tout z € D(O0, %)

+oo +oo z n
;D(a)(n)zn - _ Z a(n) (Z——l> .

n=1

L’application 7 +— Ll étant involutive, il en résulte que si la série
Y1 D@z est Zconvergente dans le disque D(0,1) alors la série
Zn;la(n)z” est convergente dans le disque ouvert D(0, %) et on a pour
tout z € DO, 1)

+oo +oo z n
"—-N"D = ).
;Mz ;wmﬁq>
Démonstration. Pour z € D(0, 1), posons A(z) = jzog a(n+ 1)7". On a

pour tout 0 < r < 1 et pour tout entier k > 0

1 Au)
k)= — AW
Cl( + ) 2in L(O’r) s u,

olt C(0,7) est le cercle paramétré par t s re'’, avec t € [0,27]. On en déduit
que pour tout entier » > 1 on a

Da@)(n+1) = ZJLTI'/ (1 — i) f%du.
C@,r

On va montrer que

M_L/ LY aw?
ZD(a)(n+l)z =5 Cm);(dl u)) A(u)udu.

n>0
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Ly\n .
Pour cela, il suffit que la série .0 (z(1 — =))"A@)> soit normalement
= u u

convergente sur le cercle C(0,r), ce qui est le cas si

< |—] .
" \u_l\

. u r? r ST
Or, si u € C(0,r), on a — ec(rz—l’l—rz)’ donc o By
On en déduit que si |z| < " alors on a
r+1
1 I\\n
> D@+ H' = f/ 3 (=1 =) Aw) Sdu
>0 2im C(0,r) >0 u u
—1
— — L Awdu.

" 2in conpUz—z—U
Comme 0 < r < 1, ceci prouve que la série ano D(a)(n + 1)zt est
convergente dans le disque D(0, %). D’autre part,
—pw= A (LYHA(“) .
uz—z—1u z—1 1 z u z—1 wtl

- n>0
uz—1

Cette dernicre série converge normalement sur C(0,r) si

‘< lul =r
z—1 N
. . r? r
ce qui est le cas si z € D(ﬁ’ -2 —rz).
2
En conclusion, si z € D(zr—l,%) mD(07%) = (07 %),
rr— —r r r

alors on a

. z i 1 Au)
ZD(a)(n+ D"t = Z(z — 1) 2ir /c(o ) u”+‘du

n>0 n>0

=37 S y*ag+ 1),

n>0 z—1

1
Comme 0 < r < 1, ceci prouve qu’on a 1’égalité dans le disque D(0, E). [

Par le Lemme d’Abel sur les séries entieres, on déduit du théoreme
précédent le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 10.
(1) Si les séries >, am)(—=1)" et Y -, D(a)(n)(%)" convergent, alors on
a l’égalité
“+o00

—+o00 1 n
> D@ ) <5> = =D"am).
n=1

n=1

(2) Si les séries ZnZID(a)(n)(—l)” et 2@1‘1(")(%)” convergent, alors on
a l’égalité

+00 +oo 1 n
- 'D = — .
;( )"~ Dia)(n) ;am) (2)
EXEMPLE 22. D’apres I’exemple 20a), on a (cf. [1], p.248)

oo

_Hm) i (=)™ 'H(n)

—oLia (2 i = l 0ol
2"n(n+ D an+ 1) = 2L12(§) + Lip(—1) = 2((2) log?(2).

n=1 n=1

COROLLAIRE 11. Si la série ) -, a(n)z" est convergente dans le disque
D(0, 1), alors on a pour tout z € D(O0, %) et pour k>0,

D n
(5.7) Z (ZZ(”), Z S(k)(a)(n)< 1) .

i)

En particulier, pour k=1,

(5.8) > M = Z S(a)(n)(

n=1

D 1 o1
De plus, si les séries ), (Zl(n) 7 et y 2, ;S(k)(a)(n)(—l)” convergent,
alors on a I’égalité
o (D" _ D@
(5.9) ; — 5P = ; Tt

Démonstration. Si la série ) -, a(n)z" converge dans le disque D(0, 1),

1
alors il en est de méme de la série >, o, —S®(a)(n)z". Cela résulte de la
zlp
relation de récurrence (cf. (4.4)):

1 1 /1
1)y — (k)
NS @ NS<NS (“)> ’
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et du fait que si une série anl b(n)z" converge dans le disque D(0, 1), alors

1
il en est de méme de la série anl —S()(n)z". On peut alors appliquer le

o 1 1
Théoréme 6 car D (NS( )(a)> = ]WD(a). O

EXEMPLE 23.

1
a) Pour a:N,ona D(a) =a, d’ot pour k=1,

1

> H 1 1
Z(—D”“% = Liz(i) = 54(2) ~3 log(2) (cf. [1], p.248),

n=1

et pour k=2, (cf. [1],p.249)

T Hm) 11 1 7
;T T:L13(5):6(1og2)3—Eg(z)logz+§g(3).

m=1

1
b) Pour a = N on a D(a) = NH’ d’ott pour k=0,
- L1 & Hm 1
-1 n—1_— — — 2
;( o ; = 5@,
pour k=1,
= L HPm) N H(n) 1
dyle—== > =(3)— 5¢@log2 (cf. [1], p.258),
p— n o 2"n 2
et pour k=2,
i (—=1)"! Zn: HP(m) = H(n)
m 2np3
n=1 m=1 n=1
1 1 22N—1
¢) Pour a = N1 on a D(a) = N (ZN) , d’ol pour k=0,
N
e (_1)7171 1 & on i '
; T =% ; e = = (formule d’Euler: cf. [8]),
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pour k =2, (cf. [4] (2.67))

n

N AR Y CONS N L G 35
Z n Z m _E;n3(2:) 16lg +7_§C(3)’

n=1 m=1

ou G désigne la constante de Catalan:
D!
G= -_—
; (2n— 1)?

2N—1

1
d) Pour a = on a D(a) = —

———— 0, d’ol pour k=0
2’ 2N 9 9
2N -1) N (N)

oo

‘Z 2" O(n)

(formule de Ramanujan pour la constante de Catalan: cf. [1], p.293-294).
Pour k=1, (cf.[4](2.36)et (2.37))

(oo}

1 1 2" O 7
> =3 e
n=1 n=1 \n

pour k=2,

n

<1>"1 0@(m) 1 "0()
Z Z: m_iz n

n=1
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