
E x t r a i t  de  que lcIues  l e t t r e s  
de  M. Gh. I t e r m i t e  ~ M. S. P i n c h e r l e .  

Paris,  le 10 Mai 1900. 

• . . mon travail touche de prhs au vbtre, puisqu'il concerne la relation: 

x x (x --  1) A~ 
f (a  --]- x) = f(a)  -t- --f A f(a) q- -f .-~ f (a) --1-... 

dans les cas oh elle a lieu, et oh je suppose Aa ~ 1. Elle donne le type de 
ces fonctions qui sont compl4tement d~finies par les seules valeurs enti~res 
de la variable et vous remarquerez son caract~re essentiel de conserver la 
m~me forme, lorsqu'on prend soit les d4riv~es, soit les diffdrences finies, par 
rapport h a, de sorte qu'une seule 6galit6 donne naissance ~ une infinit~ 
d'autres. Voici celle que j 'ai obtenue; elle se rapporte ~ la fonction Gamma 
et fournit une expression de son logarithme, d 'une toute autre nature que 
la formule classique: 

8~ x ~ $3 x ~ 
l o g [ ' ( l - t - x ) ~ - - -  C x -}- ~ 3 -+ . . . .  

qui suppose te module de la variable infdrieur ~ l'unit6, et ota les coefficients 
1 1 

S , , = I - l - , - f i - ~ - t - " ' "  sont des trascendantes num6riques. La m6thode, 

comme vous allez voir, est on ne peut plus facile; elle a son point de ddpart 
dans la formule : 

0 

Yen tire d'abord la relation 
0 

[eay ( exy  - -  
log r (a + x) - -  log F (a) = f  | ~---- i  

A nnal i  di  h la t ema t i ea ,  Serie II[, tomo V. 

~). ]d:,j 
x e Y  - -  , 

Y 
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et je remarquerai que pour x = l  on a :  

o 

A log F (a) =f(e v- ,v; 
Y 

- - O O  

puis par un calcul facile: 
o 

a~ log r (a) ---- Ie~v (~.v - 1)~--' ~ - ~ ,  
Y 

en prenant : 
h a ------- 1. 

Cela 6rants, j '6eris : 

x (eV - -  1) q- e~y = [I 4 ( e v - -  l ) ] ~ =  l + T  x ( x - - 1 )  ( e Y -  1) ~ -[- . . . .  

s¢rie convergente, la quantit4 1 -  eY 6rant moindre que l'unit6, 
variable est toujours nggative darts l 'int6grale. Nous avons ainsi :  

er~Y - -  1 ~_~ X --[- ~ : S .-1- )~ ( eY - -  1) + . . .  
eY - -  l 

x ( x - -  l ) . . . ( x - - n  -5 1) (eY 1)~-' 
" + . . . . . . . . . . .  i T ~  i : :T~ . . . . .  4 . . . .  

et par eons6quent: 
o 

f ( eaY d y log P (a + x) - log F (a) -~- x ~ eV) 7]  + 
- - . ' yo  

o 

_jr_ x (X1:72-- 1) j  "eay (eY - -  1) dT y + " "  
b O O  

o 
. . ,  .j_ x (x - -  1)...1 -2 .(x: ~--n n -{- 1) f eav(ev _ 1)~_ , d y~j_ _[._ . .  

puisque la 

et enfin, d'apr~s ta remarque pr~c(dente:  

Io~ 1' (a -+- x) --  log P (a) ~ x i log P (a) + x (x - -  l) 5~ log Y (a) -q-.. • 
o 1 . 2  

. . .  q_ x_(x ~_1) : :. (/_-:d,.7~_l) An log F (a) + . - -  
1 . ~ . . . n  
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ou bien : 

log F (a + x) - -  log F (a) = x leg a + x (x - -  1) ]-:~ -Aloga+... 

x ( x - -  1 ) . . .  (x - -  n + ] )  An_, 100" + _p_.,. a o • D 

1 . 2 . . . n  

I1 est clair que a doit ~tl'e suppos6 positif pour que les intggrales aient 
un sens; cette condition admise, la convergence es~ d6montr6e comme consd- 
queoee de la formule du binbme pour toutes les valeurs positives de x. Vous 
voyez qu'en faisant a-----1 afin d'obtenir log 1'(1 + x), le catcul des coeffi- 
(dents se fait bien ais6ment et par de simples soustraetions avec une table de 
]ogarithmes. Sous forme explicite, on peut derire: 

log' I" (1 + x) x (x -- 1) x ( x -  1) (.r~ -- 2) (log 3 - -  2 log 2) + t. ~ ~ log 2 + ........... :[--~--3 . . . . .  

-4- x (x--- 1) (x --  2)(x -- 
1 . 2 . 3 , 4  3) (log 4 -- 3 log' 3 + 3 log 2) + .  • • 

et j'observe surtout qu'ils sont tous de m6me nature, tandis que les quan- 
tit6s S~ s'expriment par les puissances 'de ~ s i n  est pair et reprdsentent 
pour n impair des transcendantes plus complexes Je n'6eris pas les dgalitds 
semblables qu'on obtient en prenant les ddrivdes par rapport ~ a; je re- 
marque seulement que la diff6rence finie donne: 

x x ( x - -  I) A~loga + . . .  log (a + x) ,-- log a + T h log a + 1.2 

et, qu'en prenant les ddrivges, on obtient les 61dments simples des fonetions 
unifbrmes d'une variable. Mais teur expression par la formule d'interpolation, 

la quelle on serait ainsi amen6~ n'a lieu qu'en supposant la variable posi- 
tive et sous la resLriefion que les pbles soient repr6sent6s pal' des quantit~s 
r6eltes n6gatives, ou par des imaginaires ayant leur partie r6elle n6gative; 
e'est-h-dire que les p61es se trouvent tous dans le demi plan, ~ gauche de 
l'axe des ordonn6es, 



60 Extrai t  de quelques lettres. 

Paris,  19 Mai  1900. 

. . . Voiei une g~n4ralisation qui va faire disparaftre, s'il existe, tout ie 
prestige du eas partieulier de log F ~.x). Je  consid~re, avee LAI~L~eE et A~L~ 
les fonetions d~finies par l'6galit~ suivante:  

0 

¢ (x) ~ j '~  (y) e~u d y, (1) 

et je remarque qu'on en t ire:  
0' 

i'~ (y) (e~u 1) e~u d y ,  ¢ (a + x) - -  ¢ (a) = 
- - 0 0  

ee qui donne, pour x ~  1, 
o 

A ¢ (.) = (y) (e~' - -  1) e°y d (2) 
- - 0 0  

puis : 
'0 

A'~ ,P (a) ~ (y) (eY ~ 1) n eaU d y. (3) 

- - O 0  

J 'admet t ra i  que ta premiere relation air lieu pour toutes les valeurs po- 
sitives de x;  il en sera de m~me de celles qui suivent sous la condition de 
a ~ 0. Ceta 4tant, on aura cette expression par la formule d' interpolation 
de  N~wTo~ : 

x x ( x - -  1) A, (I) (a) -~ . . .  
¢ (a + x) ~- ¢ (a) + y ~ ,~ (•) + - - V . ~  

Elle s'~tabtit, en effet, en partant encore de l ' identit~: 

eXU ---~ (1 + eU - -  1)~, 

et de la s~rie convergente qui en rdsulte: 

X ( e Y  - -  1) + x (x --  1) ( e Y  - -  1) 2 + . . .  (4) 
e xy = 1 + T 1 .~  

si l'on suppose x positif et y n(fgatif~ en sorte que e u - -  1 soit en valeur ab- 
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solue inf6rieur it t'unit4. Nous pouvons ainsi l 'employer dans t'intd.grale : 
0 

f ~ (y) (eXy - -  1) eay d y 
~ O D  

et au moyen des ~galit6s (2) et (3) en conelure sur le champ, le r~sultat 
annone~. 

Une conclusion seinblable a lieu si l 'on eonsid~re la fonction : 

0 

¢~ (x) --~f [~ (y) e 'y -4- ~, (y)] d y, 
- - oo  

car on a eomme tout it l 'heure:  
0 

(I) (a + x) - -  cI~ (a) ~--~-f~ (y) (eXy --  1) e~Ydy. 
~OO 

Soit encore : 
0 

¢ (x) = f [ ~  (y) 

nous trouverons dans ce cas:  

e~y + x ~, (y) + ~ (y)] d y ; 

'P (a + x) - -  (I) (a) .~ f ~ (y) [(exY .-- 1) eaY ~- x ~, (y)] d y. 
--OO 

Il vieng par suite:  
0 

a ,~ (a) = f ~  (y) [ ( e y -  J) e"y + ~, (y)] d y, 

puis h partie de n =  2 :  
0 

h'~ (I) (a) --~f$ (y) (eY - -  1)*' eay d y. 
--QO 

Cela 6rant, l 'emploi de la s6rie (4) donne de nouveau:  

x x (x --  1) As (1) (a) -[- . .  
• (a + x) -~ (P (a) -~ T A (P (a) -{- 1 . 2  

Cette formule s'applique au terme complgmentaire J(x )  de la s6rie de 
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STmIa~a, dans la relation: 

log' F ( x ) ( x  1 )  = - -  log 
i' 

puisqu'on a : 

x - -  x q- log V2 ~ -4- J (x), 

0 

J(x)--=fe*v ,,v (g - -  ~) + y + 2 ~/0- (eV -. 1) d y. 
- - 0 0  

Mais alors s'introduisent les differences suceessives de la quantitti, 

J ( a  + 1 ) - - J ( a ) = ( a - [ - ~ ) l o g ' ( a - - [ - 1 ) - - ( a - - l ) l o g a .  

On peut aussi l'employer pour log F(x), d'apr~s la formule: 
0 

[eX'_.YJ ~ eY (X - -  1)eY] d y 
log l' ( x ) = [  t eY -- 1 7 '  

--¢¢0 

et retrouver l'expression plus simple ~ la quelle j'dtais parvenu, oh entrent 
seulement les diff6renees de log a. 

S.t Jean-de-Luz~ 8 Juiu 1900. 

• . o 

posant : 
J'ajouterai une rcmarque coneernant la fonefion ¢ (x), d6finie en 

0 

¢ ( , ) - f [ e ~  ~ (y) + 

et pour laquelle on a la relation: 

Je pose : 

x x ( r  -- I ) A .  " 

(~, (a + z) - -  ~ (.) + T ~ ~' (") + - i_ 2--  ¢ (a) + . .  

1 

3 = j ~  (a + z) d x, 
0 

ce qui sera l'intdgrale de RAABE g6n@alisde, et j'dtablis que pour a tr~s grand, 
1 la valem" asymptotique de (p (a) est donnde par t'expression 3 - - ~  A (I)(a). 
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Soit g cet effet, (l) (a) --= ~ - -  h t, ~a) -]-- .~ (a); les dgalit6s suivantes: 

1 

f q) ~a + 

0 

0 

13 

¢ (.) ---J [eov ~ (y) + a ~, (v) + ~.~ (y)] d :,/, 
- - 0 0  

0 

A (P (a) = I[eay ~ (y)  (eY - -  1) -Jr- $, (y)] d y ,  
~ 0 0  

eonduisent, pour ce terme compl(~mentaire 3 (a), h la formule: 

O 

,~, (a) ---feov ~ (y) ~v (y 4- ~) + y - -  2 d y. 
2 y  

La variable y ~tant n~Sgative dans le champ de l 'int6gration 7 vous voyez 
que .~ (a) s'annule en Supposant a infini; ce qui dtimontre la propouition 6non- 
ege, si connuc dans ]e cas de ,1, ( a ) = l o g r  (a). 

Je  (lois b. M. LF.I~C., la remarque importante que si l'on intbgre entre 
]es limites x-----0 et x---=- i les deux membres de l'~galit~ dont je ]ui avais 
donn~, communication:  

x x (x  --  1) A 10g a + ' •, log F (a -+- x) ---- log P (a) q- T log a + 1.. '2 

et qu'on pose : 
I 

[ . ( . - -  ] ) . . . ( .  - n + a) 
. -  - ....... - - - ~ i - T g T Z  i 7  ........... d x ,  

0 

1. 
on en tire, en remarquant  que ~, ~---~-: 

1 
log P (a) = J - -  T log a - ~, A log a - -  ~ A' log a . . . .  

Ce r(isultat est fort remarquable;  il met, en ~vidence la valeur asympto- 
fique de log IP (a) repr6sent6e par la quantit6:  

1 _ 
J - -  ~ log a --- a - -  - log a - -  a -~- l og  V2 7:; 
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et le terme complementalre J(a) = - -  ~3 h log a - -  ~s A ~ log a . . . .  , s 'exprime 
par les diffdrenees de log a, au lieu des diffdrenees de 

1 1 1) - -  (a a, (a  + ~ ) o g ( a  + - - ~ - ) l o g  

aux quelles j 'avais did amend. 
II  ouvre de plus, m'a dcrit l 'dminent gdom~tre, la vote pour obtenir la 

composition des hombres de BER~OmLI, t avec les quantitds ~,,. 
Mats j 'ai  cherch~ autre chose, je suis revenu h ta fonction plus gg- 

ndrale : 
0 

,P(x) = I [e~u ? (y) + x ~,, (y) + ~.~ (y)] d y 

et t~ la relation, 
1 ¢ (a) 3 - a ¢ (a) + 

En 6crivant le terme compldmentaire de cette mani~re:  

0 

j 'ai  reeours ~ la sgrie suivante:  

Z 

log (1 -t- z) ~ 1 -{- ~,,, z + o~ z ~ + • • • 

qui est convergente lorsqu'on suppose le module de z infdrieur ~ t'unitd. Soit 
1 -4-z--= ey, on en tire l'dgalitd : 

e Y  - -  1 
1 = ~), (eY - -  1 )  - [ -  r,), (eY - -  1 ) '  - t -  " • " ,  

Y 

valable par eonsdquent pour y ndgatif; en remarquant  que le coefficient ~,~, 
1 

est @al ~ ~ ,  il vient ensuite:  

eY--12 (ey--ly 1)~--~o.2(eY--1)°---o)s(eY - 1) '~ . . . .  

et l'on en conclut:  
0 

.~ (a) = - -  Z o)nfeaY (eY -- 1)'* ~? (y) d y. 
- - O O  
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I1 faut prendre dans la somme du second membre n ~ 2 ,  
excluant ta valeur n ~ 1~ nous avons done :  

3 (a) = - -  ~2A : q ) ( a ) -  ~3 M ~ ( a ) . . ,  

A* Ol____2__(a) A s 024(a) ~ 19 A 471]00 (a) 3 A~1600 (a) .3t_.. " 

3 , . . .  en 

Cette formule g~n@alise la relation de M. r LEReH, elle a lieu pour routes les 
valeurs positives de a et j 'observerai  que les coefficients ~),, se ram~nent 
b~ ~,~ au moyen de l '@ali td:  

1 

f (1  z -{- z) ~ d x = log (1 5- z) '  
o 

en ddveloppant les deux membres suivant les puissances de z. 
Je  sots ainsi de la question d'interpolation que j 'avais  en rue,  mais en re- 

stant dans le domaine des s@ies oh entrent lts diff@ences finies d 'une mgme 
fonction. Bientbt  j 'y  reviendrai . . . 

S. t Jean-de-Luz, 10 Aoi~t 1900. 

ge viens vous mentionner une application de la formule d' interpolation 
la fonction ~ (s) de RIEMA~, OU mSme ~ l'expression plus g~n@ale qui a dtd 

l'objet des beaux travaux de M. r LERC. et de M. r MELLI~, ~t savoir:  

1 1 1 
R (a, s) --~ -~- -4- (a q- 1) --------7 + (a -I- 2) s -1" ' " " 

On a, comme vous savez:  

Oo 

1 f e -axx s-~dx 
R (a, s) = F~(s) 1 - -  e -~ 

o 

mais il existe une autre formule dont je fais usage, et que je tire de la re- 
lation donnge par ABEL: 

f ( a ) - - b f ( a + l ) +  . . . .  f f(a)+ I f ( a - i x ) - f ( a - ~ - i x )  
a O. 

Ammti di Matemalica, S e r i e  It[ ,  t omo  V. 9 
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1 
Soit f(,~) =-7:  on en conclfit l'expression suivante, qui est d'une grande 

importance : 

R (a, s) - -  
(s  - -  1) a s - I  

~- ~a~ + f (a - -  i x)-s - (a + i x)-s 

0 

(1) 

Etle conduit~ en effet, ~t l'extension ~t tout le plan de la sdrie qui n'a d'exi- 
stence qu'autant que la variable s est supdrieure ~ l'unit~. Elle montre que 
cette sdrie donne naissance ~ une fonction uniforme, si l'on convient de prendre 
dans l'int~grale: pour route valeur de s, ce que l'on nomme la determination 
prineipale des puissances (a - -  i x)-~ et (a --]- i x)-,. Elle fair voir encore que 

1 
cette fonction uniforme a un seul p61e s = 1 provenant du terme 

le d6veloppement en s~rie: 

s - - 1  1 1 log a -1- - - -  log s a . . .  
( s - -  1) a s - t  s ~ 1 2 

1 
suffit ensuite pour dtablir que la difference R (a, s) 

holomorphe. J'observerai en dernier lieu qu'ayant:  

1 1 
- -  D ~  l o g  ( I  - -  e - ' ~ ) ,  

e ~'~ ---  1 2 

(s  - -  .1 ) a .~-t ; 

est une fonetion 

on peut dcrire au moyen d'une intdgration par parties: 

f (a -- i x)-" -- (a + i x)-~ 
;: i -g~ ,z -  1) d x = 

o 

oo 

= - -  2% [(a - ix)-~-- '  + (a + i x ) - , - q  ~og(1 - e- '~)d:~,  
o 

et conclure de cette nouvelle expression, 

1 1 
R(a,  s ) = ( s _ l ) ~ s _  , F 2 a  s 

oo 

-~ i [ ( ~ -  i ~)- .- ,  - (a + i ~1-~-'1 log (~ - e - '~ )  d x, 
0 
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les deux premiers termes, trouv~s par M. LEaca, du d~veloppement de R (a, s) 
suivant les puissances croissantes de s. Nous avons en effet: 

( s _ .  l ) a S_ l -~- 2 a s --~ -~ - -  a -~-- s a - -  l o g a - - a  - t - . . .  

en ndgligeant le earr4 et les 
Remarquant ensuite que 

OO 

0 

revient ~ la suivante, 

puissances sup4rieures. 
l'int~grale : 

- ] - ( a - [ - i x ) - ' ]  l o g ( 1 - -  e - * ' ~ ) d x ,  

O0 

1 f a log (1 --- e -~x) 
-~ a* -t-. x* d x ,  

qui est prgcisdment le terme compl6mentaire ehang4 de signe de la s6rie de 
STIaLI~% nous avons l'~galit~: 

± _  

-~s[logF(a)--(a--1)loga--a--logV~], 
et en r~duisant : 

1 ] 
R (a, s) = -ff - a + s  [ l o g r  (a) - -  log ~/~-~ - 

A c e  r~sultat il convient de joindre celui ,qu'on tire de la formule: 

1 
R (a, s "l- 1 ) = - -  - -  D,~R ( a , s ) ,  

8 

ell diffdrentiant la relation prdc4dente par rapport ~ a. ~ous obtenons ainsi: 

1 r'(a) 
R (a, s -{- 1) = 

s r ( a ) '  

ou bien en changeant s e n  s - -  1, et par consgquent pour des valeurs de la 
variable voisines de l 'unitd: 

R ( a , s ) =  1 r ' ( a )  
s - -  1 r (a) ' 

comme l'a encore trouv6 M. r LERCa. 
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Apr~s.ces remarques, j 'arrive b, la consequence h tirer de l'dquation (1) 
relafivement h, la formule d'interpolation. Elle d(~coule de la transform~e de 
l' integrale : 

¢ o  

f ' c 
0 

qui s'obtient on faisant x ~ a tang ~0, et au moyen des dgalitds : 

2 
1 -q- i tang ~ ~- 1 -~- e--~iv ' 

2 
1 - - i t a n g ~ =  l+e*iV" 

Cette transformde est en effet: 

7g  

1 j" (1 -~- e'iV) s - -  (I q- e-eie) s 
2s a s - I  i (e~7:'~r - -  1)  d ~o 

o 

de sorte qu'en faisant pour abrdger: 

Tt: 

2 

f sin 2 n q~. d q~ 

o 

on est amend h la relation suivante: 

R (a, s) = (s - -  1) a s-' + ~ -3t- 2 s-' a s-' ~ :2 J~ -~" . . . .  (2) 

C'est l'expression par la formule d'interpolation que j 'avais en rue d'ob- 
tenir, mats elle suppose essentiellement la convergence du d6veloppement de 
(1-1-e~iV) ~, et n'est dgmontrde que pour des valeurs positives de la variable. 

Permettez mot encore une remarque sur cette question difficile autant 
qu'importante de la reprdsentation anatytique de la fonction R (a~ s). 

Revenant b, la formule: 
o o  

1 I e~a f f x~ ld_x  
R (a ,  s )  ---- V~)(s) ~ 1 - -  e - ~  ' 

o 
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j 'en tire 7 en y joignant les @alitgs: 

la relation suivante : 

1 
R (a, s) (s - -  1) a s-' 

1 
(s --  1) a s-t 

IX) 

0 

O 0  

a t ~ e - a x x  "-I d x  

0 

(DO 

2 a t = ~(s). i - - e  - x  x 2 
o 

Cela ~tant~ j'emploie en y changeant x en - - x ,  la s6rie dont j 'ai  ddja 
fair usage elle devient ainsi~ 

1 
1 1 -t-  y -t- ~,, (e  -~  - -  1 )  q - . . .  -i- o:.~ (e - x -  1)  n -t-  ' • • 

I -- e -°: x 

et au moyen de l'6galit~: 

An 1 1 j~ l) nx  t ' l d x  
a ~  = r (s---5 e - ~  ( e - ~  - -  

o 

j 'en conclus imm6diatement le nouveau ddveloppement: 

1 1 1 A~ 1 
R (a, s) = (s _ l ) as_, -~ ~s -~- oh A -- "~- ~ -1- " " 

i i 1 I 1 A; I i A~ I 19 
-(s-1)a'- '  +Ya" + F  ~'as 1~ ~ +gg as 7~o  

h'---1 3 A5 1 
as + 1-g'd a - 7  . . . .  

24  Aoit t  1900.  

Je viens de remarquer qu'une g6ndralisation bien facile de l'int~grale: 
~ 0  

[ ( a  - i x ) - '  - ( a  + i x ) - t  d x ,  
" ( , , ~  1) 

0 

conduit encore tt une application de la formule d'interpolation de NEWTON. 
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~ e  

l 
e *~x - -  1 

m'6tant pas servi, en effet, de la forme partieuli~re de l a  quantit6 

, il est clair qu'on peut traiter de mSme: l'expression: 

f 0 (x) [ ( a -  i x) -s -- (a -~- i x)-*] d x. 
0 

Mais afin de ne pas eompl6tement me rgp6ter, je posorai: 

oo 

o (s) = j e (x) (a + i x)--, d x, 
o 

et Ia substitution x ~ a tg ? donnera : 

o(s)  = 

cela 6rant si l'on dcrJt: 

n: 
2 

1 f 0 (a tang ?) (l + e-~iv) ~ d ~?, 
2 s a s-~ COS' ? 

o 

71; 

0 (a tang y) e- ' , i~  

c o s '  ? 
o 

nous avons l'6galit~ : 

s s ( s  - -  1) 
( 2 a ) ' O ( s ) = J ° + T J ' +  1.2 J ~ + " "  

qui se trouve 6tablie a v e c l a  restriction de s positif. Une remarque mainte- 
nant sur les coefficients ,In qui figurent dans cette formule. Le premier Jo 
eat seul indt~pendant de a,  si l'ou suppose, ce que j 'admettrai que la fonc- 
tion 0 ( x ) n e  eontienne pas cette quantit6. •ous avons en effet, 

7£ 

f O ( a t a n g ? ) d ?  
Jo -~ a cos' 

o 

(20 =fo(~)dx. 
0 
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Les autres comme je vais le faire voir, s'espriment tous exolieitement, 
sous une formule simple, au moyen de, 

OO 

-~- I 0 (x)(a + i x ) - ' d x  O(1) 
t J  

o 

1 
= y ( J o + a , ) .  

Qu'on fasse en effet pour un moment, 

il est clair que Jn sera la diff6renee time d'ordre n de cette foncti0n, pour 
s---= 0, en prenant A s = 1. D6signant par n~, n~,..,  les coefficients bino- 
miaux~ nous aurons donc~ 

J, '  = ? (n) - -  n, ? (n - -  1) :1- n.. ? (n --:2) - - . . .  + ( - -  1)n ? (0), 

ou bien si nous renversons l'ordre des termes, 

( - - 1 ) ~ J . = ~ ,  ( O ) - - n , ~ ( 1 ) + n , ? ( 2 ) - - . ' . . + ( - 1 ) ' ~ ( n ) .  

Cela dtant, soit : 
e o  

¢(a) --  f O(x)(a + i x ) - t d x  
o 

- - o ( 1 ) ,  

on en conclura pour un entier lc quelconque, 

( - -  1"~--ID~-1 'I, (a) 

r 

de sorte que nous pourrons ~crire: 

n, ? (1) - -  n2 ~ (2) + . . .  + ( - -  1 ) " - ' ~ ( n )  

D '*-~ 4) (a~ Da * (a)_l.. . . + ' "  " ~  " "" 
= n ' ( 2 a )  q'(a)+n~(2a)~ r (2---"~ • (za) r(n) 

J'observerai que ]e second membre de cette %am, e est ]e coefficient du terme 
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1 en - dans le produit des deux facteurs, 
X 

(P (a + x) = ¢ (a) + x Dar o(~--'-'~(a) + . . .  + xn_, D.'F q)(n'--~ '(a) 

(1 + ~;_-1 ÷ o, (~)+ o~ (~)~ +... +(~; .  

Nous avons donc la formule, 

(-- 1)~J~-=O(O)--F(a)  

ou F (a) reprgsente le rdsidu correspondant ~. la vateur x-----0, de l'expression 

c'est le r~sultat au quel je voulais parvenir. En revenant ensuite ~ R (a, s) 
et aux coefficients 3,  qui figurent dans l'dquation (2), on trouve que (~  I) n J~ 
est le r~sidu de 

a'~n D I+T) .J(a+x) 

ou J(a) est le terme compldmentaire de la s~rie de STmr~iso. 




