L1MD - feuille 5 31 mars 2014

Les entiers

1. On rappelle le principe de démonstration par récurrence : si P(n) est un énoncé portant sur les entiers n € N
on a

(P(O) et (Vn € N,P(n) = P(n+ 1))) = (Vn €N, P(n))

Soit S une partie de N contenant un entier un entier < n pour un n € N. Montrer (en langage naturel) par
récurrence sur n que S admet un plus petit élément.

Application : Les nombres réels on la propriété suivante : tout nombre réel est majoré par un entier. Montrer
que tout nombre réel positif x admet une partie entiere, c’est a dire un entier n tel que n < x < n+1. Comment
peut on étendre ce résultat aux réels négatifs ?

2. On rappelle la construction d’une suite d’objets (x,) (des nombres, des ensembles, des fonctions,...) par
récurrence :

(Vn € N, Vz, EIy,P(n,a:,y)) = (VJ:, A(xp), (xo =z et (Vn eN, P(n,xn,x, + 1))))

ol P est un énoncé (ou une propriété).

Soit a < b deux nombres réels et (u,) une suite de réels a valeurs dans le segment [a, b]. Construire deux suites

a,) et (b,) de nombres de [a, b] vérifiant : (ay,) est croissante, (by,) est décroissante, a, < bn, by — an = 52 et
(an) et ( ; : : :

2’!L
{k € N,uy, € [an,by]} est infini.

Comment définit on une suite extraite (ou sous-suite) de (u,) ? Montrer l'existence d’une suite extraite de (u,)
admettant une limite dans [a, b].

Gestion des variables lices

3. Pour chacun des énoncés ci-dessous renommer les variables liées en évitant les variables libres de 1’énoncé et
la liste de variables indiquée.

a. (Hy eE, VxekE, y> x) évitant x
b. (vn €N, Ip,g €N, ¢>p>netu, >u,) évitant p, g
c. ((V:L’ €R, [ sin(t)dt >0) ou (Jy € R, [/ sin(z)dx > O)) évitant x

d. =1 évitant n

1m
n—+oon 4+ 1

4. Expliciter un calcul des séquents permettant d’établir les régles suivantes. Sont elles réversibles 7 Si oui
expliciter un calcul établissant la regle inversée.
I-A+B
FAou-A Aet -AF I'HFAouB
I'H+- B I'-H+FB
'FB

(distinction suivant H)

'+3z:T,P(x)
L,zo: T P(zg) ou (3 : T, P())

5. Prouver par un calcul des séquents
xo: T, (Vo : T,P(x)) - P(xo)
zo: T F (P(xg) oudz: T,P(x)) < (Jz: T, P(x))



