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Cours 8 : Le modele de Ho et Lee

1 Le modele de Ho et Lee pour les zéro-coupons

On veut maintenant introduire 1’équivalent, pour les taux d’intérét, du modele de Cox-Ross-Rubinstein
pour les actions, c’est-a-dire un modele binomial. Comme il s’agit cette fois d’'un modele de taux, sa par-
ticularité est que les valeurs de la marche aléatoire ne sont plus des nombres mais des courbes représentant
la valeur “présente” (& t =0) d’un euro & la date T

TP—)ZtT:Z(t,T) 5 tSTSTmaX 5 teT:= [0..Tmax]5t 5 ot 1= Tmax/’n.

L’idée de ce modele est de généraliser au cas stochastique la relation Z(s,t)Z(t,u) = Z(s,u) pour tout
s < t < u, appelée relation de rollover. Dans le cas de taux d’intérét déterministes, il est en effet facile
de se convaincre que cette relation doit étre satisfaite puisque le terme de gauche est précisément égal
a la quantité a investir a I'instant s pour avoir en ¢ le montant précis qu’il faut investir a cet instant
pour avoir un Euros & l'instant u. Mais ceci est aussi la quantité égale au terme de droite. Lorsqu’on

réécrit cette relation sous la forme, Z(t,u) = g((sS?;’ on remarque que les valeurs de Z(s,t) et Z(s,u)

étant connues a l'instant s, la relation permet de prévoir a Uinstant s la valeur de Z(¢,u) qui, elle, est
inconnue a cette date. Pour leur modele stochastique Ho et Lee ont eu I'idée de transformer cette égalité
en une récurrence stochastique

Z(s,u)
Z(s,t)

o ) = n(s,t,u) est une v.a. pouvant prendre deux valeurs selon que u = 0 ou u = 1. Plus précisément,
on se donne une fonction déterministe (6, x) — n(0, z) (que l'on présisera plus loin) telle que

Z(tau) - 77(57@“)- (1)

ZT
Zf s = Tiétn(@?m Xiyst), (2)

olt 87 := T — s est le temps qui reste en t = s jusqu’a la maturité t = 7. L’idée de ce modele est illustrée
par la figure suivante tirée de 'article original de Ho et Lee.

Comme dans le modele de Cox-Ross-Rubinstein, Z;5; prend ¢ + 1 valeurs, selon le nombre de “up”,
j=Ji(w),on J; = 8J1 + ...+ d8J;, (0J;)i>1 étant des v.a. de Bernoulli indépendentes et de loi §.J; ~
B(m;,1). On définit la filtration F = (}—t)te'ﬂ" par Fo = {0,Q}, et pourk > 1, Frst = o(6J1,...,0Jx) =
o(Xst, ..., Xkst), avec X;50 = 0J;. Les fonctions aléatoires Z; : [t..Tmax] — R, T — ZI', sont choisies
Fi-measurables, et méme o(J;)-measurables pour ¢t = idt.

Nous allons montrer a présent que pour ce modele la fonction 7 doit nécessairement prendre une forme
particuliere assez simple et donc que ce modele ne dépend en fait que de 3 parametres.
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1.1 Un model a trois parameétres : m, §, et n
1.1.1 Condition d’absence d’opportunité d’arbitrage

La premiere contrainte concerne ’absence d’opportunité d’arbitrage : pour tout 7' € T, la valeur
actualisée de Z7 doit étre une martingale. Pour cela on doit avoir pour tout ¢ € [0..T — 6t]

z} =E(Z" Zy 0 | Fo)-
En utilisant (2), il vient
zl = B2 Zl s | F) = B2 00" (t+ 6t), Xeysr) | Fo)
= ZIB (0T (t +6t), Xeysr) | Fo) = ZI B (n(07 (t + 6t), Xiys1))-
puisque Xy est indépendent of F;. Donc, en divisant par Z! on obtient,
1= min(0,0) + (1 —mi)n(0,1). 3)

pour tout § = 07, 5, € [6t..Tmax]s: Il en résulte que m; = (1 —n(6,1))/(n(#,0) —n(f,1)) ne peut changer
avec i et doit étre constant (égal & 7). De plus, en utilisant (2) pour ¢’ := T'—dt, on a aussi 91:T'+5t =0% =0,
et
T T zy T Zi_g T
l=Zp =Zy 5 = Wﬂw“atht%&) = Wn(aT,XT)
t -5t

pour Xr € {0,1}. Donc (0, z) = 1 pour tout = € {0,1}. D’out la proposition suivante :

Proposition 1 Tout model de tauz d’intérét satisfaisant (2), avec les Xy, ~ B(m;, 1) independents, est
sans arbitrage si et seulement si n(0,z) = 1 pour tout x € {0,1}, et si les w; sont égaux et que leur valeur
commune T satisfait la relation

1=mn(0,0)+ (1 —m)n(0,1). (4)
1.1.2 Condition binomiale

A présent, en utilisant le fait que pour t = idt, Z! ne dépend que de J;, on a le résultat suivant qui
fixe la forme de la fonction 7 :

Proposition 2 Sous la condition de non arbitrage, pour tout 6 € [0..T — dt]s:, on a :
n(0 + 6t, 1)n(6,0)n(dt, 0) = n(6 + 6t, 0)n(0, 1)n(dt, 1), (5)

et donc

—
|

n(6t, 1)
0,0) = ——————— . 1(6,1) = 55 n(6,0) , avec § ==
0= (1 - )83 e 1) (6.0) n(5t,0)

)

> 1. (6)

Preuve : Cette formule est une conséquence du fait que le modele doit étre binomial, c’est-a-dire que,
pour t = i6t, Z ne doit dépendre que de j = J;(w) et non des valeurs particulieres de §.J; (w), .. ., §J;(w)
dont la somme vaut J;(w). Ceci n’est vrai que si I'arbre est recombinant, ¢’est-a-dire si un up suivi d’un
down donne le méme résultat qu'un down suivi d’'un up. En d’autres termes, pour w’ € Q et W € Q tels
que J;(w') = J;(w") = j et Jiqo (W) = Jiza(w”) = j+ 1, mais §J;11(w’') =1 et §J;42(w’) = 0 tandis que
§Jiv1(w") = 0 et 0Ji12(w”) = 1, les valeurs de Z%, et de Z(T;JFQ)(S ne doivent pas dépendre du fait que
w=w ouw=uw".
Posons 0 = HtT o5 €t appliquons deux fois (2) :

t

Ziio 0,X = L 0,X 0, X
Zt+25t77( s Xitast) = Wﬂ( s Xetot)n(0, Xetoot)
t+dt t t+0t

T
Zt+26t

zl
Z720(6t, Xyyst)

n(0, Xty6t)n(0, Xt126¢) , again by (2)

Donc comme J;(w') = J;(w") et Jij2(w') = Jit2(w”), et comme Z7, zT', et Z!% ne dépendent pas

t+26t)
du fait que w = w’ ou que w = w”, il en sera de méme de

(0 + 0t, Xiy50)1(0, Xiyast)
n(0t, Xiqst)




L’égalité des deux valeurs obtenues selon que w = w’ ou w = w”, donne

(0 + 6t,1)n(0,0)  n(0+ dt,0)n(0, 1) .

n(dt, 1) n(dt, 0)

A présent, comme d’apres (4) on a n(6,1) = 2= (1 — (6, 0)), donc (2) devient

L (= (6 + 6t,0)0(6, 0y (5t,0) =

L a{%Fm9+&ﬂxywm@ﬁDﬂ*WM&ﬂ» (7)

Posons z,, = m, Tpt1 = m, et donc 1 = m, Pégalité (7) devient

11 1
(1—77)(1— T )——: (1—1)(1—1).
Tn+1 Tn X1 Tn+1 T x

Soit, en multipliant les deux termes par 12, Zn+1, on obtient (1 —7)(xp41—7) = (x5, — ) (21 —7), ou, de
maniére équivalente, Tp 1 = T+ = (Tp —7) (21 —7) = 20 +7, avec § = LT et y =7 — ;2= (21 —7) =

m(1 —4). Comme 21 = m, on obtient 7(dt,0) = m. Et comme 11;7;777((575, 0) + (1 — m)n(dt, 1),
1 1 1 1—mn(dt,0) n(dt, 1)
:T7@@ﬁ‘0:1wnmm:3mm
Finalement, en résolvant z,, = ,_10 + w(1 — ¢) il vient x, = (1 — 7)é"™ + 7, d’ou
00.0) = 3lnt,0) = - = (11— ™o r (1 - 0%
et .
WO = e - —5h(0,0)

2 Exemples de produits derivés de taux

Lorsqu’on souscrit un prét a taux variable on peut souhaiter souscrire un contrat qui prendra en
charge le paiement des intéréts dis, au-dela d’'un taux maximal K. Typiquement, si I'intérét rp est
payable & la date T' pour 'emprunt d’un euro a la date T — dt, ce contrat payera (rp — K)*. Ce contrat
s’appelle un caplet a I’échéance T au plafond K. Il donne une assurance contre une envolée du taux
(taux plafond) & l'instant T'. Pour le prét d’'un Euro remboursable & la date Tiax et & intéréts payables
a intervalle ¢ = un an, il convient de souscrire un Cap, qui est la somme de tous les caplets d’échéance
T €]0..Timax)st- Comme le modele de Ho et Lee est un modele binaire, un produit dérivé de taux tel qu'un
caplet se couvre, & la date t—4t, par un portefeuille comportant & la fois un placement (non risqué) en Z!_,

et en placement (risqué) en Zttfgtt . Ceci se calcule de maniéere similaire au cas des options pour un modele
binaire d’action et, comme les processus (ZtT)te[O..T] sont, pour tout T' € T, des (I, P*)-martingales, on

retrouve pour la valeur du portefeuille de couverture
Caplet] 5, = E*(Caplet! | Fi_s:)/(1 4+ 1¢) (8)

(et plus généralement, pour tous s < ¢, Caplet! = E* (Caplet{%‘z | .7-'s>).

A coté des Caps composés de caplets, il existe de méme des Floors composés de floorlets, qui protegent
d’une dégringolade du taux (taux plancher), dont le prix se calcule de maniére analogue puisqu’il s’agit
alors d’'un Put (ou d’une famille de Puts). Enfin il existe également un grand nombre d’autres con-
trats dérivés de taux, comme les Collars (achat d'un Cap et vente simultanée d’un Floor de méme
caractéristiques), Swaps (échange d’un taux variable contre un taux fixe), Swaptions (option sur Swap)
ou FRA (Forward Rate Agreement)...

Remarque : Le modele de Ho et Lee étudié ici est un modele discret. Les versions continues correspon-
dantes appartiennent & la famille des modeéles HIM (pour Heath, Jarrow et Morton) et sont des modele du
taux forward instantané f(¢,7T") et non du zéro-coupons Z(t,T). Il existe aussi plusieurs modeles continus
pour le taux court r; (dont un du & Ho et Lee, & ne pas confondre...) mais ces modeles ne permettent pas
de représenter I’ensemble de la dynamique de la structure par terme.



Remarque : Notons pour finir que le modele de Ho et Lee, comme c’est le cas généralement des modeles
dit modéles de tauzx, ne prend en compte que le risque dit rique de tauzr correspondant aux variations du
taux dues a l'inflation et autres aléa économiques mais pas le risque dit risque de crédit ou de défaut
qui correspond au niveau plus ou moins bon de confiance du détenteur de I’obligation ou du prét dans
la qualité de 'emprunteur quand & un possible défaut (de remboursement). C’est la raison pour laquelle
une obligation d’état (en Europe) est généralement moins cheére qu'une obligation souscrite aupres d’une
entreprise de méme caractéristiques. Le risque de crédit est habituellement séparé dans la modélisation
du risque de taux et il existe des produits spécifiques dit produits dérivés de crédit qui servent & couvrir
ce second risque. Le modele de Ho et Lee ne prend pas du tout en compte le risque de crédit.



