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On doit & G.A. Tedeschi [3] 'idée d’évaluer la valeur espérée de la somme des flux issus pour un
emprunteur d’'une activité fondée sur un micro crédit. Elle produit un calcul astucieux que nous avons
retrouvé dans une présentation sous forme d’une chaine de Markov de son modele [1]. D’autres modeles
markoviens ont depuis été introduits par Osman Khodr [2] et Nahla Dhib dans le but de saisir d’autres
particularités du microcrédit. De maniere a faciliter le calcul de cette valeur intertemporelle espérée nous
proposons ici une formule pour un modele markovien général de microcrédit.

Définition : On appelle modele markovien de microcrédit la donnée de quatre objets, notés €, P, f, §
qui sont :

1. un ensemble fini d’états € = {E1, ..., E,} d’un processus de Markov (X¢)i=o,1,... & valeurs dans &,
2. une matrice de transition P = (Pay)(2,y)ce2, Py = P(X¢ = y[X¢—1 = ),

3. une fonction de fluz financiers f : € x € — R, (z,y) — f(x,y) représentant le flux net (profit ou
perte) percu & la date ¢ par I'emprunteur pour son activité liée au prét obtenu a la date ¢t — 1, dans
le casou Xy 1 =x et Xy =y,

4. un facteur d’actualisation ¢ €]0, 1] représentant la valeur, & ¢t — 1, d’un flux financier 1 pergu & la

date t.
Ainsi, pour une suite d’états xg,x1,...,2t_1,x¢, ..., le flux total apres la date s, actualisé & cette
date, est
Fs(z) = 0f(2s,s541) + 52f(1'5+1; Tsto) +...= Z5t_sf(:ct717xt) (1)
t>s

et le flux total espéré, apres la date s, dans I'état x € £, est le nombre

Ws(z) = E(Fs(X)[Xs =2) = E <Z 0" f(Xpo1, Xe)

t>s

stac> . (2)

Nous donnons ici une expression de la valeur du vecteur
Wy =YW (EL),...,W(E,)).

Le processus (X¢)¢=o,1,... est markovien et donc pour tout s et toute fonction @, si on dénote par }-SX la
valeur & la date s de la filtration associée au processus X = (X;)s=0,1,... (ou information disponible sur
ce processus a la date s), on a E(®(Xs, Xgi1,....)|FX) = E(®(Xs, Xsi1,....)|Xs) = ¢(Xs) avec p(x) =
E(®(Xs, Xs41,....)]Xs =), et en particulier

E(Fy(X)|FY) = B(F.(X)|X,). (3)

On en déduit que Ws(z) = Wy(z) pour tout temps s et tout état x. Nous écrirons donc simplement W
pour W. Notons que Tedeschi et Khodr préferent considérer V (z) := W (x).

Pour nous permettre d’énoncer le résultat en vue il convient de définir un dernier vecteur, Z : celui
des flux espérés sur la premiére période & venir. Pour tout état x € £ soit Z(z) = E(f(Xo, X1)|Xo = )
et soit Z =YZ(Ey),...,Z(Ey)).

Théoreme 1 Le vecteur des flux totaux espérés selon l’état initial est donné par

W=0I—-0P)'Z=5¢ <§:(6P)t> Z, (4)

t=0

et donc V=W =(1-6P)'Z=(32,06P)") Z.

1
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Preuve : Par définition, pour tout z € £, on a

Xb =:$>

W(z) = Wo(x)=E (5(f(X0, X1)+ ) 0" (X, Xy)
= 0Z(x)+0E (Z STHA(X1, X)) Xo = x)

= 0Z(z) + 0B (E(F(X)|F)| X0 = 2)
(en réutilisant la notation (1) F1(X) =>",.; 6" 1 f(Xe—1, X))

= 62(2) +6 Y E(F(X)|Xo = 2. X1 = y)Prxyes (X1 = 9)

ye&
= 6Z(z) + 5szyE (Z S (Xm1, X)) | Xo =2, X1 = y)
yeE t>1

= 0Z(x)+ 5pryE <Z 5 (X1, Xy)

ye€ t>1

X1y>

(puisque (X5)s=0,1,... est une chaine de Markov et que t > 1)

6Z(z) + 6szyW1 (y) =6Z(z) + 5szyw(y)
yee ye&

Donc, en introduisant les vecteurs W = (W (Ey),...,W(E,)) et Z =*Z(E1),...,Z(E,)), nous voyons
que W = 6Z + 6PW, ou encore (I — 0P)W = §Z. A présent, comme ||§P| = [4|[|P] =0 -1 < 1, nous
voyons que (I —6P)~t =372 (6P)" existe, d’olt (4) et le théoréme 1.
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