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Mathématiques pour la Biologie : Feuille-réponses de I’épreuve finale
Janvier 2011 (Durée 2 heures)

Calculatrice autorisée. Une feuille manuscrite RV autorisée. Usage du téléphone interdit
Exercice 1. : Pour étudier le passage d’une molécule de phosphore dans un écosysteme, on considere
une chaine de Markov & 4 états : la molécule est dans le sol (état s), la molécule est dans I’herbe (état
h), la molécule a été absorbée par du bétail (état b) et enfin la molécule est sortie de 1’écosysteme (état
e). On pense que la matrice de transition de cette chaine de Markov est la suivante :

s h b e
3/5 3/10 ... 1/10
P= 1/10 2/5 ... 0

3/4 0 1/5 1/20
0 0 0 1

DT ®»

1. Calculer les deux probabilités manquantes et commenter les valeurs que vous obtenez en terme de
dynamique du phosphore.

2. Calculer 'image 71 de la distribution initiale o = (1 ;0 ;0 ;0) en explicitant vos calculs.

3. Calculer la probabilité de la trajectoire suivante : s, h, b, e en fonction de la probabilité m(s) de se
trouver dans 1’état s & 'instant initial.

4. Dans ce modele la distribution mp = (0 ;0 ;0 ;1) est une distribution stationnaire. Expliquer
pourquoi. Cette distribution est-elle intéressante selon vous pour cette étude ?



Exercice 2. : On étudie une population de rongeurs ayant un cycle de reproduction de 3 ans. On ne
considere que la sous population formée des individus femelles et on suppose que chaque femelle donne
en moyenne naissance a 6 femelles durant sa deuxieme année et a 10 femelles durant sa troisieme année.
Cependant, seul un rongeur sur deux survit au dela de sa premiere année et seul 40% de ceux qui survivent
la deuxieéme année survivront jusqu’a la troisieme année.

1. En désignant respectivement par j;, p: et a; les effectifs a l'instant ¢ des femelles juvéniles, des
femelles préadultes (rongeurs de 1 an) et des femelles adultes (rongeurs de 2 ans), écrire le systéme
dynamique modélisant cette population de rongeurs :

jt+1 BT
Dit+1 = e (1)

i1 = v

2. Réécrire le systeme sous forme matricielle en indiquant quelle est la matrice de Leslie L du systeme.

3. Pour une population initiale de 10 femelles adultes, calculer I’évolution des effectifs selon ce modele
a l'instant ¢ = 1, puis a I'instant ¢ = 2.

4. On demande a un logiciel de calcul scientifique quelles sont les valeurs propres de L, on obtient
notamment la valeur A = 2 et le vecteur propre associé V = (120 ;30 ;6). Vérifier que A\ = 2 est
bien une valeur propre de L de vecteur propre V, c’est-a-dire vérifier que L -V = V.



5. Indiquer un vecteur propre associé a cette valeur propre dont la somme des coefficients fasse 1.

6. Ayant vérifié que la matrice M possede une puissance strictement positive, que peut-on en déduire
sur le comportement asymptotique du systeme si la distribution initiale est celle de la question 37?7

Exercice 3.

1. Compléter le tableau suivant et en déduire les valeurs des variances et covariances demandées :

1 6 6 | e | e |,
2 6 T i | e | e
3 7 6 | e | e | e
4 8 4 || |
) 10 D U O R
6 10 T | e e
Moyenne : | .oooooo | s | i | i | e
‘ Var(z) = Var(y) = cov(x,y) =

2. Tracer le nuage de points (z;,y;) et en déduire une justification du signe de la covariance obtenue.

3. Calculer les coordonnées de son centre de gravité G et ajouter ce point sur le dessin (en utilisant
un autre symbole que celui des autres points du nuage).



4. Déterminer, par la méthode des moindres carrés ordinaires, I’équation de la droite de régression de
yen .

y:

5. Tracer cette droite sur le graphique. Passe-t-elle par G ? Expliquez pourquoi.

6. Calculer le coefficient de corrélation linéaire ; commenter. ‘ pla,y) =




