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Mathématiques pour la Biologie (semestre 2) : Feuille-réponses du TD 6
Divers examples de modéles dynamiques

Les deux exercices qui suivent concernent la dynamique de deux populations en compétition, dont
nous avons vu un premier exemple lors de la séance 2. Notre objectif dans les deux cas est d'étudier les
possibilités de coexistence de ces deux populations.

Exercice 1. : Le premier exemple illustre ce que Pon appelle le principe d’exclusion compétitive. Voici
son systeme différentiel et, plus bas, son champs de vecteurs :
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1. Calculer les équations de deux droites qui sont les isoclines ' = 0 du systéme (1).
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2. Méme question pour les deux isoclines 3’ = 0.
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3. A droite de la figure, tracer dans un plan (z,y) les isoclines du systéme puis tracer dans chaque
région {et sur les isoclines) les fleches donnant I’allure du champs de vecteurs.



4. Combien le systéme (1) a-t-il de points d’équilibres ? Calculer leurs coordonnées, les repérer sur la
figure. O% da\:b auvin ')f,’ =0 ek y’=0 douc
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5. Déterminer la nature de chaque équilibre (noeud, col, foyer ou centre) et vérifier vos résultats sur
votre figure. Ajouter quelques trajectoires. Om caleul o ’G—wLiowm/ Aou d{f‘mmimub
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6. Que pensez-vous de I'évolution des deux populations selon ce modele : vont-elles coexister ou I'une

d’elle va-t-elle disparaitre ? Expliquer. S"c¢ u'z a ru) de & (m=0) oucal gun €/ an ooy é
ou beud vers = 2

En gx/«w'/w»e (x50 & 3>0) ouw vt aun & duwin Gue by bmé‘e,d-o(m
tendent vous {/&1“,_'(&'5,,,, a,tbuacb.g (2,0). Clab & dire que la
fPoFu(’atfm 4 débranalk ok b Foneah:m % teund yens 2 .

7. Tracer approximativement les deux graphes des composantes x(t) et y(¢) de la solution de (1) issue
du point M = (2,1).
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Exercice 2. : La figure suivante représente le champs de vecteurs associé & un autre systéme de deux
especes en compétition
{ = (1-z-2yx @)
v o= (Q-2z-yy

ol z(t) et y(t) s’expriment en milliers d’individus.

1. Ajouter sur ce dessin les isoclines et les points d’équilibre (indiquer vos calculs ci-dessous).
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3. Tracer la trajectoire issue de (1, 1). Peut-on parler dans ce cas de coexistence des deux populations ?
Expliquer pourquoi.
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4. Méme question pour la trajectoire issue du point (1,1 — £), pour £ > 0 petit.
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5. Méme question pour la trajectoire issue du point {1 —£,1).
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6. Expliquer pourquoi la dynamique de ce modele conduit en général & extinetion de Nune des deux
populations.
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Exercice 3. : On suppose que 'on alimente un bassin d’élevage de poissons par un flux constant de
larves dont ils se nourissent. La dynamique des deux populations de larves et de poissons dans ce bassins
ressemble a celle d’'un modele de Lotka~Volterra mais elle en differe par le fait que le taux de croissance
intrinseque des larves n’est pas proportionel 4 la taille de cette population mais il est supposé constant
au cours du temps. On a donc dans ce cas un modéle du type

{:c’ = o —firy (3)

¥ —aay + fory

ou z(t) repésente la taille de la population de larves (en milliers) et y(t) celle de la population de poissons.
Ce type de modele s’appelle un modele ressource-consommateur. On suppose que ay = 20, 3; = 0.04,
ag = 0.75 et By = 0.03.

1. Quel est, selon ce modele, le taux de mortalité par téte des poissons 7 Que représente les coefficients
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2. Ecrire le systeme différentiel pour ce modéle puis calculer les équations des deux isoclines z’ = 0 et
¥’=0 et les coordonnées de 'équilibre.

= 20 - o,olm} 2’z 0 (veckuns vakicaux ) Asuc 20 - 0,04 zy zo
{3': -o,7'56(+0,03 m& sat 'x.té = 560 o 5( = 500 /x

-0 (vedwns {/ww'gowwa) doue .—0,7'58-}0,03 r.a:o Jat y=0 ow
w= 0¥[p3 =25 . On adux drats yso (axe disw) Oun:ts (dnote verkale)
L équtibne eaba, Ciakapechins do = 500k e 2225 2 €t & parub - (25,20)

3. Dans le quadrant z > 0,y > 0 tracer les deux isoclines, et dans chacune des 4 régions qu'elles
. délimitent placer une fleche indiquant la direction du champs de vecteurs associé.
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4. Peut-on en déduire le comportement des deux populations lorsque ¢ tend vers -+oc ?
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