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Exercice 1 ((5 points)) Soient X et Y deux v.a. de même loi, de fonction de répartion FX et FY , avec
FX (x) := 1

1+e−x .

1. Calculer la densité fX de X .

fX(x) =

2. Montrer que fX(−x) = fX(x) ; en déduire E(X).

E(X) =

3. On suppose que les v.a. sont couplées par la copule C(u, v) = uv
u+v−uv . Calculer la fonction de

répartition FZ du vecteur aléatoire Z := (X, Y ).

FZ(x, y) =



4. Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?

5. Calculer la densité fZ du vecteur aléatoire Z.

fZ(x, y) =

Exercice 2 ((10 points)) Soit (Xi)i=1,2,... et (Yi)i=1,2,... deux suites de v.a., avec Xi = θ√
i
+ σYi, où θ

et σ sont des nombres positifs.

1. On suppose que les v.a. Yi sont centrées-réduites (c’est-à-dire E(Yi) = 0 et V ar(Yi) = 1). Déterminer
µi := E(Xi), V ar(Xi) et σi :=

√
V ar(Xi).

µi := E(Xi) = V ar(Xi) = σi :=
√

V ar(Xi) =

2. On suppose dorénavant que les Yi suivent une loi normale. Quelle est la loi de Xi ? Indiquer sa
densité fXi ?

Xi ; fXi(x) =



3. Montrer que la vraissemblance L de l’échantillon X1,. . .,Xn est égale à

L(x1, . . . , xn, θ, σ) =
1

(σ
√

2π)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

(
xi −

θ√
i

)2
)

4. Calculer la log-vraissemblance l de cet échantillon

l(x1, . . . , xn, θ, σ) =

5. Pour x1, . . . , xn, σ fixés trouver le maximum θ∗ de la fonction θ 7→ ϕ(θ) := l(x1, . . . , xn, θ, σ) et
vérifier que θ∗ = 1

sn

∑n
i=1

xi√
i
, où sn :=

∑n
i=1

1
i .

θ∗(x1, . . . , xn) =

6. Donner l’estimateur au maximum de vraissemblance θ̂n de θ pour l’échantillon X1, . . . , Xn.

θ̂n =



7. Calculer E(θ̂n). L’estimateur θ̂n est-il biaisé ?

E(θ̂n) = L’estimateur θ̂n biaisé.

8. Calculer Var (θ̂n)

Var (θ̂n) =

9. Calculer ‖θ̂n − θ‖2
L2

. En déduire que l’estimateur θ̂n converge vers θ ; on rappelle que la série
harmonique diverge : limn→∞ sn = +∞

‖θ̂n − θ‖2
L2

=



Exercice 3 (5 points) Peanuts

1. Soit U une v.a. normale d’espérance 100 et écart-type 2 ; écrire U sous la forme U = a + bZ, où Z
est une v.a. normale centrée-réduite et trouver deux nombre z− et z+ tels que

{U ∈]u−, u+]} = {Z ∈]z−, z+]} , où u− = 101 et u+ = 103

U = z− = z+ =

2. A l’aide de la table fournie calculer probabilité p := P({U ∈]u−, u+]})

p := P({U ∈]101, 103]} =

Soit (Uk)k=1..1000 un 1000-échantillon de N (100, 2) ; quel est l’effectif théorique t4 de la classe
V4 =]101, 103]?

t4 =

3. Quel est l’effectif théorique t5 de la classe V5 =]103, +∞[ ?

t5 =



4. Quels sont les effectifs théoriques t1 et t2 des classes V1 =] −∞, 97], V2 =]97, 99] ?

t1 = t2 =

Quel est l’effectif théorique t3 de la classe V3 =]99, 101] ?

t3 =

5. Un dispositif est conçu pour emballer des cacaouettes en paquets de 100g. On suppose que le
poids des paquets produits suivent une loi N (100, 2). Sur 1000 paquets produits on a observé les
effectifs suivants pour ces mêmesclasses V1 =] −∞, 97], V2 =]97, 99], V3 =]99, 101], V4 =]101, 103],
V5 =]103, +∞[, les effectifs respectifs suivants : 73, 235, 391, 233, 68.
Au moyen d’un test du χ2, convient-il de confirmer ou rejeter cette hypothèse, au seuil α = 10%?

Votre statistique : χ∗ = Il convient donc l’hypothèse



Loi Normale : probabilité que Z ; N (0, 1) soit inférieure à u1 + u2.

Lois du Chi-deux : Les lignes correspondent au nombre de degrés de liberté, entre 1 et 9. Chaque
colonne correspond à une même probabilité d’être supérieur à la valeur indiquée dans le tableau.


