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Fiche TD3
Probabilité, loi d’une v.a., et espérance

Exercice 1 (Modele CRR : probabilité risque-neutre P*) Rappelons qu'on avait Sy = Sk_1Uj,
avec Uy = (%)°/td. On dit que P* est une probabilité risque-neutre sur (2, P(Q2)) si' E*(Uy) = 1, ott E*
désigne 1'espérance calculée pour la probabilité P*.

1. Déterminer p :=P*({Uy, = u}) et 1 — p = P*({Uy = d}) en fonction de u et d.

p= 1 —p=

2. On suppose que Si_1 est connu et vaut s; montrer que? E*(sUy) = s.

3. On appelle “contrat dérivé sur Sy de fonction de paiement ¢” tout contrat payant Cj, := ¢(Sg) (a la
date k, lorsque Sy, sera connu). On appelle “portefeuille de couverture” de ce contrat la combinaisons
(& détenir si on veut “couvrir” ce contrat) de a actions et b euros telle que aSy, + b = ¢(Sk). Si
Sk—1 = 8, determiner la composition (a, b) & la date k—1 d’un portefeuille de couverture, en fonction
de ¢t := @(su) et ¢ = p(sd).

Inous verrons ultérieurement le sens de cette hypothese sibylline
2au prochain chapitre nous verrons que le membre de gauche est, de fait, une espérance contionnelle (lorsqu’on suppose
les v.a. Uy, indépendantes), se note E*(Sy | {Sk_1 = s}) et se lit “I’espérance de Sy, sachant que Sj_; est égale & s”.



4. Calculer, en fonction de ¢ et ¢~ le prix as + b =: c;_1 de ce portefeuille 3 la date k& — 1.

Ck—1=

5. Montrer que cx—1 = E*(p(sUy)).

Exercice 2 (Loi de Poisson) Soit A > 0; on dit qu’une v.a. suit une loi de Poisson si et seulement si

X(Q)=Net P{(X =k}) = c,i‘—k! (avec 0 ! :=1). Nous verrons ultérieurement pourquoi la loi de Poisson
est la loi des “évenements rares”.

1. Déterminer la valeur de la constante c.

2. Calculer E(X). Indication : utiliser que > ;- ; % =3 )r‘—;

E(X)=

3. Soit Y := g(X), avec g(z) := z(xz — 1). Calculer E(Y).

E(Y)=

4. En déduire Var (X) := E(X?) — (E(X))?. Donner ci-contre votre réponse | Var (X )=




