Théoréme de la spheére

E. Aubry

Soit (M™,g) une variété riemannienne compacte. Son volume, son di-
ameétre, son radius (par définition : la borne inférieure de I’ensemble des rayons
des boules géodésiques recouvrant M) et son spectre (du laplacien) sont des in-
variants riemanniens. Les valeurs de ces seuls invariants sur I’ensemble des var-
iétés riemanniennes compactes ne permettent pas de distinguer la topologie ou
méme la métrique de ces variétés. Toutefois, si on restreint ces fonctionnelles &
des sous-ensembles de variétés satisfaisant certaines hypothéses de courbure, la
situation peut devenir radicalement différente. La sphére canonique (S™, can)
peut, par exemlpe, étre ainsi caractérisée :

Théoréme 0.1 Toute variété riemannienne compacte (M™, g) de courbure de
ricci supérieure a (n — 1) vérifie les inégalités suivantes :

(i) Diam(M", g) < Diam(S", can),
(1) Vol(M™, g) < Vol(S™, can),
(1i) Rad(M™, g) < Rad(S", can),

(iv) M (M™, g) > A\ (S™, can).

De plus, sil’égalité est réalisée dans une de ces inégalités, alors (M™, g) est
isométrique a (S", can).

Ces inégalités sont des théorémes dorénavant classiques diis & Myers, Bishop
et Lichnerowicz. Les cas d’égalités découlent du théoréme de Cheng ([6]) pour
les cas (i), (ii) et (iii), et du théoréme d’Obata ([15]) pour le cas (iv).

Au vu de ce résultat, il est naturel de se demander quelles propriétés
(topologiques, différentiables ou métriques) de (S™, can) sont conservées par les
variétés riemanniennes compactes de courbure de Ricci supérieure a (n—1) pour
lesquelles les valeurs prises par I'un des invariants riemanniens du théoréme 0.1
sont suffisament proches de la valeur extrémale.

Toute variété riemannienne compacte (M", g) de courbure de Ricci
supérieure ou égale a (n — 1), dont le volume (ou le diamétre, ou le
radius, ou la k-iéme valeur propre du laplacien) est c-proche de celui
de la sphére canonique, est-elle difféomorphe a la sphére S™?

Bien sir, une réponse affirmative & cette question sera d’autant plus satis-
faisante que la constante ¢ dépendra du moins d’hypothéses supplémentaires
possible sur la structure différentiable de M ou sur sa métrique; 'idéal étant



que ¢ ne dépende que de la dimension n de la variété (M", g) (ce qu’on notera
e =¢(n)).

Remarquons tout de suite qu’il n’y a pas de stabilité du type différentiable
(avec € = e(n)) lorsqu’on astreint que le diamétre ou la premiére valeur propre
de la veriétée (M™, g) a étre proche de leur valeur critique (des contres-exemples
ont été donnés par M. Anderson [2]); en revanche, elle apparait si on admet
que € puisse dépendre de n et d’'un majorant de la courbure sectionnelle des
variétés considérées (cf S. Ilias [14]). Nous ne nous intéresserons donc dans la
suite qu’a la stabilité de genre différentiable vis-a-vis du volume, du radius ou
de la n + 1-valeur propre de la variété au voisinage de leur valeur critique.

De nombreuses réponses partielles (stabilité du genre topologique ou dépen-
dence de € vis-a-vis du rayon d’injectivité ou d’autre quantités géométriques) a
cette question existaient sur le marché (on peut se référer a article de K. Shio-
hama [17] pour un historique de la question) avant que J. Cheeger et T. Colding
ne démontre le résultat général suivant (cf [8], [9] et [4]), améliorant consid-
érablement les résultats précédents :

Théoréme 0.2 (J. Cheeger-T. Colding,[4]) Il existe une constante ¢ =
g(n) telle que toute variété riemannienne compacte (M™,g) de courbure de
Ricci supérieure & n-1 et vérifiant linégalité :

Vol(M",g) > (1 —¢) Vol(S", can)
soit difféeomorphe a S™.

Remarque 0.3 la constante (n) est universelle et ne dépend que de la di-
mension. Bien entendu, elle ne dépend pas de M... mais elle ne dépend pas
non plus de bornes a priori qui seraient imposées a la courbure sectionnelle.
Ce point est l'amélioration fondamentale apportée par T.Colding auz travauz
antérieurs de Shiohama, Perelman, Otsu-Shiohama, Yamaguchi,...(cf [17]).

La preuve de Cheeger et Colding (sujet de cet exposé) se décompose en
deux étapes :

-Dans un premier temps, Colding a montré que, pour toute suite de variétés
riemanniennes compactes (ZW;L7 gp)pen de courbure de ricci supérieure & (n-1),
il équivalent de converger en distance de Hausdorff-Gromov! vers (S”, can) ou
d’avoir convergeance de la suite (Vol(M,))pen vers Vol(S™) ([8] et [9]).

-Dans un second temps, ils démontrent et utilisent un nouveau résultat de
finitude du genre différentiable ([4]).

Dans la premiére partie de cet exposé, nous allons redémontrer et préciser

le résultat de Colding. Si la notation 7(e|x,---) désigne une fonction T telle

'Soit (A,da) et (B,dg) deux espaces métriques. Une e-approximation de A sur B est un
couple (F, (C, dc)) tel que (C, dc¢) est un sur espace métrique de B et F' est une application
de A dans C telle que dc (F(A), B) < eet V(z,y) € A%, |da(z,y) —dc(F(z), F(y))| < e On
munit ’ensemble des variétés reimanniennes compactes d’'une métrique, appelée métrique de
Haussdorff-Gromov, en posant :

dua((M,g),(M',g")) = inf{e tel qu’il existe une e-approximation de Haussdorff de (M,g) sur (M’,g’)}.

On pourra trouver des compléments d’information sur cette métrique dans [13].



que T(€e|z, ) — 0 lorsque € — 0 (les autres variables étant fizées) et si on
HE = {(M", g) variété riemannienne compacte telle que ng((M", 9), (S™, can)) <

HY = {(M™, g) variété riemannienne compacte telle que Vol(M™, g) >
(1 —€) Vol(S™, can)},

H) = {(M™, g) variété riemannienne compacte telle que Apy1(M",g) <
A1(S™, can) + €},

HE = {(M™, g) variété riemannienne compacte telle que Rad(M™, g) >
Rad(S", can) — €},
on va démontrer, par une méthode différente de celle de Colding et s’inspirant
de [12] et de [16]), le résultat suivant :

Théoréme 0.4 11 existe une fonction 7 = 7(gln) > 0 telle que toute variété
riemannienne compacte (M"™, g) de courbure de Ricci supérieure a (n-1) inclue

dans lun des ensembles Hi(dn) pour

i€{d, R, V, \} est aussi inclue dans les ensembles HZ (pour tout j # 1i).

Outre qu’elle permet 'extension du résultat de Colding, la démonstration
que nous développerons en premiére partie de cet exposé aura ’avantage de
fournir epxicitement une approximation de Hausdorff de (M™, g) sur (S™, can)
lorsque Vol(M™, g) est proche de Vol(S™, can) (cette approximation est en fait
une fonction surjective de classe C*° construite & partir des premiéres fonctions
propres de M). De plus cette approximation devient un difféomorphisme si
Vol(M™,g) > (1 — €(A,n)) Vol(S™, can) ot A est un majorant de la courbure
sectionnelle de M, ce que nous exposerons dans la seconde partie de cet exposé.

Pour montrer l'existence d’'un difféeomorphisme entre (M", g) et (S™, can)
sous les conditions du théoréme 0.2 (c¢’est-a-dire sans borne sur le courbure sec-
tionnelle de (M™, g)) on ne sait pas si 'application construite en premiére partie
suffit. On donc obligé de suivre Colding et Cheeger, qui utilisent un théoréme
de finitude du genre différentiable qui conclut mais sans fournir d’information
sur le difféeomorphisme existant. Nous renvoyons les lecteurs intéressés par ce
résultat de Colding et Cheeger & un exposé ultérieur de ce séminaire.

Dans la suite, M désignera toujours une variété riemannienne compléte a
courbure de Ricci supérieure a (n-1).

1 stabilité des invariants géométriques de la sphére

Nous calculerons les normes LP par rapport a la mesure unitaire riemannienne
des variétés (qui seront toujours ici de volume fini, car compactes), ie :

1
||f||}£p = W u fP(z) dvg(az).

Quant au laplacien utilisé, ce sera celui des géométres, qui par convention
en font un opérateur positif. Plus précisement, il sera défini en coordonnées
locales au voisinage de x, par :

> o 0
Af(w) == g™ Ddf (5, oz,
i.j !




Nous commencons cette partie par quelques remarques simples sur la sphére
qui inspirerons notre démarche dans le cas général :

1.1 Cas de la sphere S"

La sphére canonique (S", can) est de courbure de Ricci constante égale & (n-
1). Les fonctions propres du laplacien de (S™,can) sont les restrictions a
S™ des polynémes homogénes harmoniques de R"*!'. En particulier, ’espace
des fonctions propres E), associé a la valeur propre A\; = n est l'espace des
formes linéaires de R"*!, qu’on peut écrire sous la forme = +—< z,r.zg >=
r.cos(d(z,xp)), ol xy est un élément quelconque de S, r un élément quel-
conque de RT et d la distance riemannienne sur (S™, can).
On rappelle que pour tout endomorphisme A de R"*! on a :

1
- VO] S?’L NI

Trace(A) < A(z),z > dx (1)

n—+1

Soit {e;} une BON de R"*! et x; 'extrémité du vecteur e; (ie oF; = e;).
D’aprés (1), les fonctions f; = cos(d(z;,.)) =< e;,. > forment une base L*-
orthogonale de E), telle que || f;||2, = —;. On en déduit que si 29 € S" et

n+l"
1
que P'on pose o, = <\7;0—1i_8n> / cos(d(xg,)) fi(x) dx, alors on a :
Sn

n+1
cos(d(wo,.)) = > o, -fi
n+1 =1
a?‘zo = 1.
=1

Par ailleurs, (1) nous donne :

n-+1
o; = |— <z, x > . < e, x> dr =< x9,e; >= fi(xp).
\.7:0 VOIS” Sn

On a donc en fait démontré que ’application :

) sto— §"
B { v (Ai@) s fana (@)

est bien définie. De plus c’est une isométrie, puisque pour tous g,z € S™, on
a:

n+1

cos [dgn (F(0), F(z))] = < F(0),F(z) >=)_ filwo).filz)
i=1

n+1

= Y i) = cosldan, @)

=1

Bien entendu, il y avait une démonstration plus rapide du fait que F est
une isométrie : elle consistait & reconnaitre que F est le plongement canonique
de S™ dans R"*! et que ce plongement identifie la métrique canonique de S™



avec la métrique de sous-variété. Cependant cette derniére preuve n’a aucune
chance de se généraliser & une variété riemannienne abstraite, c’est pourquoi
nous lui avons préféré la premiére preuve que nous allons généraliser, en prou-
vant que les égalités exhibées ci-dessus restent vraies a e-prés pour une variété
riemannienne de volume presque maximal.

1.2 le cas général

Dans toute la suite du rapport, nous ferons une utilisation intensive du théoréme
de

Bishop-Gromov. Nous citons donc dés maintenant ce théoréme dont le lecteur
pourra trouver une démonstration dans I’appendice A :

Théoréme 1.1 (Bishop-Gromov) Soit (M™,g) une variété riemannienne
compléte de courbure de Ricci supérieure a (n — 1)6 (o § est un réel donné)
et r un réel tel que 0 < r < R. Pour tout point p de M on a :

Vol(B(p, R)) _ V°(R)
Vol(B(p,r)) — Vo(r)’

ot VO(r) désigne le volume d’une boule géodésique de rayon r de lespace com-
plet simplement con-nexe de courbure sectionnelle constante égale a §. En
particulier, par passage & la limite, on obtient Vol(B(m, R)) < V°(R).

1.2.1 preuve de HY C HE

7(eln)

Soit (M,g) € HY et B(p,Rad(M)) une boule géodésique de rayon Rad(M)
recouvrant M (M étant compacte, elle existe). D’aprés le théoréme 1.1, on
obtient :

et HS C HE

7(eln)

(1 —¢e)V(r) < Vol(M) = Vol(B(p, Rad(M))) < V}(Rad(M)).

Or r + V(r) est une fonction continue strictement croissante sur [0, 7] ne
dépendant que de n. D’oil I'existence d'une fonction 7(en) telle que HY C
7(eln)®

Soit (M, g) € H et p € M. Alors il existe une application F' : (M, g) —
(C,d) ou (S™, can) est un sous-espace métrique de (C, d) et telle que d(F'(M),S™) <
€ et pour tout couple de points
(z,y) € M?, on ait |dy(z,y) — d(F(z), F(y))| < e. Il existe donc des points p/
et ¢ de S™ tels que d(F(p),p’) < eet d(p',q') = . Si q est un point de M tel
que d(F(q),q") < e alors on a trouvé un point g de M tel que dy(p, q) > 7 — 3e.
Autrement dit H? C HI.

1.2.2 preuve de Hf ¢ H)

7(eln)

Dans ce qui suit, nous notons (f;) une famille orthogonale de fonctions propres
du laplacien de (M,qg) telle que

{ Afi = ANfi

IfillZe = w3



ot (N;)ien est la suite des valeurs propres du laplacien de (M, g) classées dans
Uordre croissant et chacune répétée un nombre de fois égale & leur multiplicité.

Pour tout point zg de M nous notons (ai|x0) la suite des coefficients de
Fourier de la fonction
cos(d(.,xp)) relativement & la famille des f;. C’est-a-dire que :

= (n+1) /M cos(d(zo, x)) fi(z) dz.

a.
tlzo = Nol(M)

Alors le lemme suivant affirme que, si le radius d’une variété de courbure
de Ricci supérieure ou égale a (n-1) est proche de celui de (S™, can), alors les
fonctions cos(d(zo, .)) sont proches au sens L? des premiéres fonctions propres
du laplacien (comparez avec le cas de la sphére) :

Lemme 1.2 [l existe des fonctions universelles T1(g|n) et 7(g|n) telles que sur
toute variété riemannienne compacte (M™, g) de courbure de Ricci supérieure
a (n-1) et vérifiant Rad(M) > Rad(S"™) — € on ait :

(i) Jlcos(d(wo,-)) — S iy fil 2y < T(eln), ot k(e) = sup{i /A <
n+7(eln)},

2
< 7(gln).

(ii)

k(e)
Z:l a?‘xo -1

Remarque 1.3 Pour conclure il suffira de montrer que k(e) > n+ 1 pour €
assez petit. De plus nous avons vu que HY C Hf(E'n) (o T(g|n) tend vers
0 avec €), on peut donc remplacer Uhypothése Rad(M) > Rad(S™) — & par
Vol(M) > Vol(S")(1 — ) dans ’énoncé du lemme 1.2.

Il est primordial de remarquer que les estimations du lemme 1.2 (comme
beaucoup de celles qui suivront) sont universelles, puisqu’elles ne dépendent

que des bornes sur la courbure de Ricci et sur le volume.

Preuve. Cette propriété est vraie sur la sphére, comme on I’a vu en section
1.1. La démonstration est fondée sur le lemme suivant qui affirme que, sous les
hypothéses du lemme 1.2, les mesures riemanniennes de (M,g) et de (S™, can)
sont proches :

Lemme 1.4 [l existe une fonction 7(c|n) telle que, sur toute variété rieman-
nienne compacte (M"™,g) de courbure de Ricci supérieure & (n-1) et vérifiant
Rad(M) > Rad(S") — €, et pour toute fonction u : [0,7] — R de classe C1,
on ait :

1

1 —
’VOI(ZW) /MuodM(J?o, ) dvg — W /Snuo dsn (%o, .) dVean

™

< r(eln) [ u(r)
0

pour tous les points xo € M et g € S™.

Preuve. On note L(r) le volume (n-1)-dimensionnel de la sphére géodésique

S(z0,7) de centre ¢ et de rayon r et L(r) = Vol(S™ 1) (sin(r))" ! qui est le vol-
ume correspondant dans S™. Alors, comme application classique de la formule



de la coaire (cf [3],p128), on obtient que la fonction r — Vol(B(zg,r)) = V (r)
est lipschitzienne est de dérivée égale presque partout & L. Par intégration par
parties (et en utilisant le théoréme de Myers cité en introduction), on obtient :

u(m) Vol(M) = /07T u(r)L(r)dr + /07r o' (r)V (r) dr.

En appliquant cette formule & M et & S™, et en les retranchant, on obtient :

1 1
— d dvg — =<~ dsn (20, x) dVcan
’VOI(M) /MUO ]V[(I'(),m') Vg VOI(S") /Snuo S (xo,x) (Y

V
/ |/ (r Vir) (r) dr,
Vol(M)  Vol(S)
ot V(r) est le volume de la calotte sphérique de rayon r. Or on a Rad(M) >
m — €, donc tout point xg de M admet un presque antipode (i.e. il existe

yo € M tel que d(xg,y0) > 7m — 2¢). Donc, par le théoréme 1.1 et le théoréme
de Myers, on obtient que :

V(r+2e)

V(r) < V(r) 1 Vol(B(yo, ™ — 1 — 2¢)) <1 V(r—r—2¢)
Vol(S™)

Vol(S®) = Vol(M) =~ Vol(M) = Vol(S)

<

(2)

Or la fonction V est continue sur le segment [0, 7], donc le lemme 1.4 est
V(r+2)-V(r) _ [ (cos)"tat

Vol(§™) o fg/z(cos)”—ldt )
Suite de la démonstration de la proposition 1.2 :

De l'inégalité du lemme 1.4, on déduit directement que :

vérifié par la fonction 7(¢|n) = sup,

el = [aicay | costtan )| < Clnpreln),

Puisqu’on a ||Vd(zo,.)||? = 1 sur presque tout M (cfAppendice A), le
lemme 1.4 nous permet de comparer les quotiens de Rayleigh des fonctions
radiales de M (i.e. de la forme wu o d(xy,.)) avec ceux des fonctions correspon-
dantes sur la sphére. Ainsi, puisqu’on a :

|V cos dgn (T, .)H%Q(Sn) = nl|cos dgn (Zo, ')H%Q(Sn)?
on obtient :

)HVCOS dai (w0, -)||72(ar) — nllcos dar (o, -)H%Q(M)‘ < C(n)7(e|n).

En posant k(e) = sup{i/A\; < n+ /7(€|n)}, on en déduit :

(¢[n) Ai —
LT X b < (D557 ohe

n+l i€N

< C(n)7(€e|n),

i>k(e
d’ou :

||cos d (o, ) Zamo szL? ) < (Rt 1)/ 7(eln).



Enfin, on obtient (i7) en appliquant le lemme 1.4 & la fonction u = cos? :

1 1
2 _ s 2 . 2 (T
Zai\xo (n+1) Vol(ML /M cos“dpr(xo, .) AT /n cos”dsn (T, .)
€N S
< C(n)7(eln)
d’otu :
k(e)

Z%O 1| < C'(n)\/7(eln).

En utilisant le lemme 1.2, nous allons maintenant démontrer 'existence
d’une fonction 7(g|n) telle que HE € H;\(E‘n)
En effet, du lemme 1.2, de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du théoréme

du théoréme de Bishop-Gromov 1.1 (et quitte a modifier la fonction 7), on

déduit :
T n/2
/ Zal|xo fz _/ COS(CZ(CEO,.)) S <> 7'(57”)_
xO:"? (560777) n

En prenant n = 7(¢|n)'/™ et en appliquant le théoréme des accroissements
finis & la fonction cos, on obtient finalement, pour e assez petit :

VOl xg,

C(n)7(eln)/™.

1-— i(x)d
A xo,nza””””f )| =

Or:

o
IA

/ o — 2 dﬂf
E i|xo i
Vol (xo,m B(zo.n) |

2
(1 + T(E‘n)) o m /B(zo,n Zal‘ro fz dw + VOI(:BO’/ (zo,m) Z fz

IN

donc :

; T ! 7 1/n
Vol(B (0, 7)) /B( Zf% Jdz 2 1= O ln)rieln) ™,

pour € petit.
Par le théoréme de Fubini, et en remarquant que les majorations précé-
dentes ne dépendent pas de xg, on obtient alors :

k

(1—7(6|n)1/n)/M\Wdy < Vol(M)/ (/ )Zf?(x)dx) dy
(y:m =1

k Vol(B(z, 7))
- /M(Zf ) Vol(M ) e

=1



Or, d’aprés les inégalités (2) (cfla démonstration du lemme 1.4), on en
déduit que :

Eoo1 : juy_ V(1)
nt1_ Vol(M) /M;ff(x) do 2 (1= 7(eln)’ )M'

1/n

En choisissant n = 7(¢|n)"/™, on obtient que €¢/n — 0 lorsque ¢ — 0 (cfla
démonstration du lemme 1.4 pour la valeur exacte de 7(e|n)) donc k>n pour
€ assez petit, ce qu’il fallait démontrer.

1.2.3 preuve de H* c HY . et H} c H¢

7(eln) 7(eln)

Pour ces deux points nous utiliserons la méme fonction F' de M sur S™, con-
struite a partir des fonctions propres du laplacien de M selon une méthode
s'inspirant de la section 1.1. Dans le premier cas nous montrerons que cette
fonction est surjective et contracte presque les volumes, et dans le second cas,
nous montrerons qu’elle réalise une approximation de Hausdorff de M sur S”.

Dans toute la suite, nous supposerons que M est une variété riemannienne
compacte de courbure de Ricci supérieure a (n-1) et vérifiant A\, < n + e. De
plus nous rappellons que nous notons (f;) une famille orthogonale de fonctions
propres du laplacien de (M,g) telle que

{ Afi = Nfi
1

Hfz”%z = n+i

Pour la suite, nous aurons besoin du lemme 1.2, que nous devons donc
redémontrer pour les variétés de I’ensemble Hg\ Sa démonstration est, dans
ce cas, basée sur estimation L*° des fonctions propres de M donnée par le
lemme suivant :

Lemme 1.5 Il existe une fonction 13(g|n) telle que sur toute variété rieman-

nienne compacte (M™,g) de courbure de Ricci supérieure a (n-1) et vérifiant
k
A < n+ €, on ait, pour toute combinaison linéaire f = > B;.f; de fonctions
i=1
propres f; :
172 +1dfPlloo < (1 -+ 7s(elm)) O+ DIFIB.

Preuve. On considére la variété M’ = M x R* munie de la métrique ¢’ =
r2.g + (dr)?. En identifiant TM’ & TM @ (Re), ou e = %, la connexion de
Levi-Civita D’ de M’ est donnée par les relations :

¥((X,0),(Y,0)) e TM™,  DyY = DxV —rg(X,Y)e,
Dle =0,

X
D/X = Dye= =
T

On pose :
F,: (M,9) - R
(x,r) — rf;



et
F: (Mg — R
(x,7) — rf
Si (eq,...,e,) une BON de T, M telle que De.e; = 0 au centre x de la carte
ou se fait le calcul, on a alors, au point x :

1
NF = —— [Zngd’ek er] )| = DLd(r.f)

= —%2 [Z ep-ex.(r.fi) — Zd/(Fi)(Dék@k)]
k=1

1 n
= _; [;Dekdekfi _nfz]

(Ai —n)
_ F.
T2

On en déduit que :

k P—
wr o= YR 3)
1=1

Par ailleurs, on a les propriétés suivantes (cf[12]) :

e Ric'(M’) >0,

k
o N|d'F|?> = A|d'F|? en restriction a M x {1}, car |d'F|> = (Y Bif:)? +
i=1

k
| 3~ Bidfi|? ne dépend pas de r.
i=1

La formule de Bochner (cfappendice A), appliquée a F, nous donne alors :
<d(ANF),dF > = %A’|d’F!2 + |D'd'F|? + Rid(V'F,V'F), (4)
(ou V'F est le gradient F' (g’-dual de d'F)), soit, en restriction & M x {1} :
%Ayd’F\g + |D'd'FP? < |dANF||dF|

Or, d’aprés I’égalité 3, on a :

k
[dA'F| = |Z()\i —n)Bi(d'F; — 2fidr)|
i=1
k k
< D (i —n)Bid Fi| +2] ) (A — n)B; fdr]
i=1 i=1
k
< 31> (N —n)BidF.
=1

10



D’ou I'on déduit 'inégalité suivante, valable pour tout k-uplet (5;)1<i<p :

k

1

5Ayd'ﬂ? +|D'AFP <3]) (A —n)Bid F|.|dF|.
=1

La restriction du fibré T*M’" & M x {1} peut-étre vue comme un fibré au-
dessus de M. L’espace vectoriel de dimension finie E = Vect{d F;}1<;<) est
alors un sous-espace de ’ensemble des sections de ce fibré sur M. Pour tout

€ [1,+oc], on pose A, = sup I
" Ser IF
posons u = 1/|S|? + €2 pour € > 0. La fonction u est alors C™ et U'inégalité
de Cauchy-Schwarz implique :

Q|2 2
a(VIsPe) < (VisPe) < 20 < gy

ISP+

. Soit S un élément quelconque de F;

On en déduit :

WAy = %A(ﬂ) +ldf[? < SA(SP) +|D'SP < 3 Z Ai = n)id ;.

=1

[\ \

Or u est une fonction strictement positive, la formule de Green permet donc
de montrer que pour tout réel p > 1/2, on a :

[ i = 2 / <Au>u2p—1_2p_1 /| S = mBA L
=1

Autrement dit, pour tout réel p > 1/2, on a :

\/gp b 2p—1
d(u)]l2 € —mm \ | | D (N — ) Bid! || ]l 55
2= 2p 1 ; »

En appliquant a la fonction u* I'inégalité de Sobolev donnée par le lemme
suivant (cf [14]) :

Lemme 1.6 Soit (M", g) une variété riemannienne compacte de courbure de
Ricci supérieure a (n-1), et u € H3(M), alors on a :

4 .
el < oo lidulld +llull} (sin>3),

1 .
lulld < Slidullz + llullz (sin=2).

En faisant tendre € vers 0, puis en utilisant I'inégalité de Holder, on trouve :

C(n)p

S i S
H ”2pn —\/2]97_1

HZ (N = n)Bid' Fil | S~ + 115115,
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Or, on par définition :

k k
1Y i =n)Bid Fillyp < Agpll > (N = n)Bid Fi
i=1 =1
< Agp-e(n+€)||S]l2

IN

On obtient donc :

C'(mpye "
I3, < (1+ S22 ) S

et ceux pour tout élément S de 'espace vectoriel E. On a donc :

C'(m)pye) "
Apn< 1 - A .
22‘( * v2p—1 2

. . _ y _ n . P . 2
Si on pose successivement p = 37 avec 8 = "5 > 1 dans cette inégalite,
on trouve :

m—1 j
Aggm < ] (1+C’(n)ﬁj/2ﬁ>l/6 .
j=0

11 suffit de remarquer que, M étant compacte, on a A, — A, lorsque
r — 00, d’oll :
Aso < (14 73(€|n)).

En appliquant le lemme 1.5, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.7 Il existe une fonction 14(¢|n) telle que si M est une variété

riemannienne compacte de courbure de Ricci supérieure a (n-1) et telle que
n+1

zﬁ—ﬁyww

=1

Ant1 S n+g, alors on a

n+1 ,

Preuve. D’aprés le lemme 1.5, on a > f2(x) < (1 + 73(¢|n)) pour tout point
i=1

x de M (il suffit de poser 8; = fi(y) puis de faire x=y). De méme on a :

n+1 n+1

|d(z =2 Zfidfi\ < 24/(1+75(eln)) < 3.
=1 =1

n+1
Soit a = inf <Z fi2> et x¢p un point ol cet infimum est atteint. Sur
i=1

n41
B(zo,n), on a (par le théoréme des accroissements finis) : > f? < a + 3n.
i=1

D’ot1, pour tout n < %ﬁ’(sw, on a :

1 A Vol(B(zg,n)) Vol(B(zo,7))
1= Volah) /M;ff < Vol(m(a+3n)+<1 - VOI(M) (14+73(e[n)).

Dol :

1< (g)n (a+3n) + [1 - (g)n] (1 + 73(ln)),

12



d’aprés le théoréme 1.1 (o on utilise le fait que Ric(M) > 0). Ceci implique
Iinégalité :
()" [+ ms(eln) = a = 3n] < ma(eln).

Posons n = (H%T‘(am)), nous obtenons finalement :

a > 1—6m(r3(en)/3)/ D),

On peut dés lors prouver le théoréme suivant :

Théoréme 1.8 I existe une fonction 15(|n) telle que si (M™, g) est une var-
i€té riemannienne compacte de courbure de Ricci supérieure a (n-1) et vérifiant
A+1(M) <n+ e alors :

Vol(M) > (1 — 15(g|n)) Vol(S™).

Remarque 1.9 Ce théoréme achéve de démontrer que pour une variété rie-
mannienne compacte de courbure de Ricci supérieure a (n-1) il est équivalent
d’étre de volume presque mazimal, de Radius presque mazimal ou de n+1-éme
valeur propre presque minimale.

Preuve. Commencons par définir les fonctions suivantes :

{ F: M — Rv!
et
F: M — Rvtl
{ x — rF(x).

De ce qui précéde, on déduit que ’application & = ﬁ - I est correctement

définie de M dans S™ si € est suffisamment petit. On remarquera de plus que
ces fonctions sont construites de maniére & imiter le plongement isométrique
de (S™, can) dans I'espace euclidien R"*! qui a été étudié en section 1.1.

P est presque contractante :

Dans la suite nous noterons p (resp. I)la projection orthogonale de T, M’
(resp. R") sur T, M (resp. To)S") et i (resp. j) Uinjection canonique de
ToM (resp. Te)S™) dans T,M' (resp. R"1).

Nous allons commencer par montrer que l'application ® est presque con-
tractante, il suffira alors, pour conclure, de montrer qu’elle est de plus surjec-
tive :

comme d, P = ﬁﬂ o (dl(w 1)ﬁ) oi,onon at(d,®) = mp ot (d/(m nF)oj.

Si {e1,...,ens1} est la base canonique de R™™! les définitions d F; et de la
transposée d’une application donnent :

"(dgyF)er) = V'E; = V fi(@) + filx) - & (5)

de cette égalité, on déduit que, pour tout v € Tp(,)S", t(d/(
thogonal a e, d’ou :

x,1)

H(deP)(v) = (dip)F)(v).

1
()]
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De plus, de 1’égalité (5) et du lemme 1.5, on déduit que :

(o) E))II < (14 73(eln)] o] (7)

pour tout v € R*T!. Cela veut dire que ‘(d )F) est presque contractante, et

x,1
par conséquent ¢ (d,®) et (d,P) sont presqués contractantes (d’apres la relation
(6) et la proposition 1.7).

Le degré de ® vaut +1 (cas M orientable) :

Dans un premier temps nous supposerons que M est orientable. De ce qui

précede, on déduit I'inégalité suivante :

|deg | Vol(S™) =

/M det(dy®)dvg(x)| < (14 7(g|n)) Vol(M)

Or d’apres le théoréme de Bishop-Gromov 1.1, on a Vol(M) < Vol §™; par
ailleurs le degré d’une application est toujours un entier. Il suffit de montrer
que le degré de @ est non nul pour conclure que le volume de M est presque
maximal (et alors le degré de ® vaudra +1).

1l ne nous reste donc qu’a montrer que le degré de ® est non nul. Kt méme,
d’apres I'égalité (6) et la proposition 1.7, il nous suffit de montrer que la valeur

/

absolue de l'intégrale de det(d(x 1)F), en restriction a M x {1}, est supérieur
al1/2.
(En effet, on peut munir R"*! et TM d’une orientation. On en déduit

une orientation induite de Tg(,)S™ et une orientation de TM’' qui prolonge
celle de TM. Soit {u,...,u,} et {v1,...,v,} des BON directes de T,,M et

Tp()S™ (respectivement), alors {e,u1,...,un} et {%,Ul, ..., Un} sont des
BON directes de T(, )M " etR" "1, Les déterminants étant exprimés dans ces
bases, nous avons :

/

det [t(d(m)f)] = det(*(d(, ,,F) ({5 (dyy 1y F) (1), (d,
= |F(z)|""det (e (@) (v1),...,! (de®)(vn)

en vertu de (6) et du fait que g(t(dl(x’l)F)(%(a:)),e) = |F(x)|.

= |F ()| det [!(d, @) )

, ~ ~

Soit h(x) = tr [(d(%l)F) ot (d/( )F)} D’aprés I'équation (5), on a h(z) =

x,1

n+41
> |dfi|? + f?2. On en déduit que :
i=1

PP
{ VOI%M) Jyh()dz = =557 +1,
1Al < (n41)(1+ 73(€e[n)).

On pose A. = {h < (n+1)(1 — y/73(¢|n))}, alors 'inégalité de Bienaimeé-
Tchebychev nous donne :

Vol(Ag)
Vol (M) < \/13(eln).
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En tout point  de M\ A,, les valeurs propres u;(x) de 'opérateur symétrique

(d/(x 1)f) ot (d/(x 1)ﬁ) vérifient :
n+1
(£ @) - @] < )y,
=1
pi(z) < (14 73(g(n)),
ot || — 1|oe < (2 +1)y/ms(eln) et [1— det(d], ‘ < C(n)\/m(eln).
Nous en déduisons :
! det(d..  B)| 1 8
_— > — .
oiE [ ety P = (o) )

Posons u(x) = det(d/(xyl)ﬁ) et u = W Jos u- Nous devons donc montrer
que |u| n’est pas nulle pour conclure. Or I'hypotheése Ric(M) > (n—1) implique
A1 > n (cfle théoréme de Lichnerowicz en appendince A). D’aprés I'inégalite de
Poincaré, il nous suffit de montrer que la norme L? de (du) est universellement
petite (ce qui prouvera que |u| > 1 — 7(g|n)).

Or si on prolonge {u;} en un repére orthonormé de TM au voisinage de x,
tel que D u; = 0 au point x, nous avons, pour tout X € T, M, :

dyu(X) = X. [det(ﬁ(x, 1), diyyy Flu), ... ,dzx,l)ﬁ(un))}

=0

= det(d(y 1) F(X), dy 1y F(wn), - dig 1y F (1)

3

, ~

+ Y det(F(x,1),dg, 1 F(w), ..., D'd'Flg 1) (X, ws), .y diy gy F (1)
=1
< C(n)|DydF|

d’apres U'inégalité (7). Or, en intégrant la formule de Bochner appliquée a F;
dans la démonstration du lemme 1.5 (page 10), on obtient :

D' AF I 2(prx 1y < T(Eln)- (9)

d’ou ||dul|3, < C(n).n.7(g|n), et finalement |deg®| ~ |u|* > 1/2.

Le cas non-orientable

Si (M™,g) est non-orientable, on peut toujours construire ’application ®
et remarquer qu’elle se reléve sur le revétement riemannien orientable (M "q)
a_deux feuillets de M en une application de degré necessairement paire. Or
(M",g) est aussi de courbure de Ricci supérieure & (n-1), et les fonctions
propres f; de (M", g) se relévent en des fonctions propres de (M”, g) associées
aux meémes valeurs propres \;, donc d’une par (M " g) vérifie les hypothéses du
théoreme 1.8, mais si on considere la fonction ® construite comme précédem-
ment a partir des fonctions propres de (M™,g) qui sont les relevées des pre-
miéres fonctions propres de (M™, g) on obtient rien d’autre que le relevé de la
fonction ®. La contradiction vient de ce que (M " g) étant orientable, & doit
étre de degré +1.
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Il ne nous reste plus qu’a montrer que 'une des hypothéses de pincement
du volume, du radius ou de A\,4+1 implique dgg(M,S") < 7(¢|n). Il suffit méme
de démontrer, d’aprés ce qui précéde, la proposition plus faible suivante (mais
dont la démonstration est plus aisée, car on peut utiliser toutes les estimations
précédentes) :

Proposition 1.10 I exziste une fonction 75(c|n) telle que pour toute variété
riemannienne compacte (M", g) de courbure de Ricci supérieure o (n-1) et
vérifiant Vol(M) > (1 — €) Vol(S"), Rad(M) > m — ¢ et Apy1 < n+e on ait
dan ((M, g), (S™, can)) < 75(e|n.

Preuve. A un facteur multiplicatif preés, il suffit de montrer qu’il existe une ap-
proximation de Hausdorff-Gromov assez bonne. Le bon candidat pour réaliser
cette approximation est la fonction ®. On sait déja que lapplication ® est
surjective pour € assez petit, il ne reste donc qu’a montrer que pour tout
(z,y) € M? on a:

|dsn (®(), ®(x)) — d(x, y)| < 7(eln).

Mais par uniforme continuité de cos™?

que

sur U'intervalle [0, 7], il suffit de montrer

< ®(2), ®(y) > —cos(d(z,y))| < 7(e|n).

Pour montrer cela, on a besoin dans un premier temps d’établir I’équivalent
L*>° de l'estimation (ii) du lemme 1.2 :

Lemme 1.11 [l ezxiste une fonction 1¢(c|n) telle que, sous les hypothéses de
la proposition 1.10, on ait :

n+1
leos(d(wo, ) = > atijay fill Lo < T6(eln).
i=1

Preuve. pour démontrer ce lemme, on applique la méme méthode que dans la
n+1

démonstration de la proposition 1.7. On pose f = cos(d(zo,.)) — > Qjju, fi-
i=1

On a alors

1df ]| oo <2+ 7(e|n) < C(n)

(d’apres le lemme 1.5 et le lemme 1.2) et, toujours d’aprés le lemme 1.2,

1£15 < 7(eln).

Donc, pour tout r > 0 et tout point x1 de M tel que |f(x1)| = || f]|z>~, on a, en
utilisant le fait que
1£12 > 1 fllL< (I fl|ze — Cr) sur B(x1,7) par le théoréme des accroissements

finis :
Vol(B(z1,7))

r(eln) 2 1l (1f = = 201 =557

En posant r = 727 et en utilisant le theoréme de Bishop-Gromov 1.1, on obtient
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VT = [ fllee (| fllne — 207'21”)F et donc (quitte a changer 7) le résultat
annonce.

fin de la proposition 1.10

Pour conclure, on voit que comme dans le cas de la sphére (cfsection 1.1),
il suffit de montrer que |a;, — fi(7)| < 7(g[n). En effet, on aura alors

cos(d(xo,x zamofz Zf@ o). fi(x) =< @(x), ®(20) >= cosldgn (P(20), ®())]-

en utilisant également le lemme 1.11 et la proposition 1.7.
Or, on a :

n+1

S (= 5@)” = T+ S 50?2 i)
< 2 + T(€|n) - 2cos(d(ac,x)) = 7(gln).

d’aprés le lemme 1.2, le lemme 1.11 et la proposition 1.7, ce qui conclut.
Dans cette premiére partie, on a donc montré ’équivalence entre : la
presque maximalité du volume, celle du radius, le pincement des (n+1) pre-
miéres valeurs propres du laplacien et la proximité avec la sphére S™ au sens de
Hausdorff-Gromov pour une variété de courbure de Ricci supérieure a (n-1).

2 Construction du difféomorphisme en courbure sec-
tionnelle majorée

Pour construire le difféomorphisme entre M"™ et S™ nous allons nous donner
un majorant de la courbure sectionnelle qui nous permettra, en nous inspirant
des travaux de S.Ilias (cf[14]) de transformer 'estimation L? du Hessien des
fonctions propres associées aux petites valeurs propres donnée dans la démon-
stration du théoreme 1.11 (inégalité 9, p.15) en une estimation L. On en
déduira alors facilement que ’application ® construite dans la section précé-
dente est un difféeomorphisme, et méme une presque-isométrie, dans le sens
précisé par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Pour tout A > 1, il existe une constante £(A,n) et une fonc-
tion T(eln, A) telles que, sur toute variété riemannienne compacte (M™,g)
de courbure de Ricci supérieure o (n-1), de courbure sectionnelle inférieure
a A et vériﬁant Vol(M) > (1 — ) Vol(S") (avec € < €(n,A)), Uapplication
R o ———(fi(x),..., fu(x)), donnée par les (n+1) premiéres fonc-
z f2 ()

tions propres f; du laplacien, soit un difféomorphisme de M sur S™.

De plus ® est une presque-isométrie, i.e., pour tout u € TM \ {0}, on a :

< d®(u),d®(u) >

(1 —7(elA,n)) < o)

<14 7(e|A,n).

Remarque 2.2 Ce théoréeme est énoncé avec Uhypothése de presque mai-
malité du volume, mais on pourrait tout aussi bien l’énoncer sous [’hypothése
de presque mazimalité du radius, du pincement des (n+1) premiéres valeurs
propres ou pour un voisinage suffisamment petit de la sphére en distance de
Hausdorff-Gromouv d’aprés la section précédente (théoréme 0.4).
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Preuve. Elle est fondée sur le lemme suivant, dont on renvoie la démonstration
la fin de cette partie :

Lemme 2.3 pour tout € > 0, il existe T7(¢|A,n) > 0 telle que sur toute variété
riemannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a (n-1) et
de courbure sectionnelle inférieure a A, on ait |[D'd'(rf;)||pe < € pour toute
fonction propre f; correspondant & une valeur propre \; inférieure a n+7(e|n).

On a:

1 P I\ — 7
X7 17 A ; - — 0::1 = P
’VOI(M) /Mg(wfl)(dF”dFj)dvg 0i n+1 bij < 7(elA,n),

et, en utilisant les lemmes 1.5 et 2.3, on obtient :

|d(g'(d'Fy, d'F}))|| Lo~ g (D'd' Fy, d'Fy)|| L + ||¢' (d'Fi, D'd'Fj)|| Lo

<
< ¢

donc, par le théoréme des accroissements finis et le théoréme de Myers, on
en déduit que :

g/ (d'Fi, d'Fj)dvg — 6ij]|pe < 7(e]A, n) 4+ e Diam(M) < 7(g|A,n) + e,

soit ||(d'F) ot (d'F) — idgn+1||p < 7(c|A,n), i.e. d'F est presque isométrique.
D’aprés la formule (6) (p.13) et la proposition 1.7, on en déduit que (d,;®) est
presque isométrique.

Nous passons maintenant a la démonstration du lemme 2.3 :

Preuve.

La démonstration de ce lemme utilise le méme schéma de preuve que pour la
majoration de la norme L? du hessien des fonctions propres (cfla démonstration
du théoreme 1.8). On applique d’abord une formule de Bochner-Weitzenbock
a F; puis une technique d’itérations & la DeGiorgi-Mdser, déja utiliseé dans la
démonstration du lemme 1.5. Elle est toutefois plus délicate.

On admettra la formule de Weitzenbdck suivante :

Lemme 2.4 Soit h un 2-tenseur symétrique défini sur T M, et pour tout p €
M, soit {e;} une BON de T,M. on a alors :

1
§A\T\2 =< AT, T > —|DT]*~ < R(T),T > .

ot

R(h)(ei,ej) = Y Ricy(ei, ex)hler, €5)+h(es, ex) Ric(er, e5) =2 Rlei, ex, €5, e1)h(ex, er),
k k,l

et Aph = D*Dh+R(h) est appelé le laplacien de Lichnerowicz (D* est l’adjoint
de D pour le produit scalaire L?).
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Posons T' = Ddf; + %fig = D/dF, — 2= f;g. d’aprés le lemme 1.5, il suffit

n
donc de montrer que ||T||o est petit dés que (\; —n) est assez petit. De plus,

on a :

Ai—n

/ 1

Il < DA zzqany +

et on a déja montré en (9) Uinégalité || D'dF;| 2y < 7(€[n). On en déduit
|7l

qu’il suffit de majorer universellement le rapport pour pouvoir conclure.

172
Comme pour la démonstration de lemme 1.5, nous allons faire cela en utilisant
de fagon itérative 'inégalité de Sobolev donnée par le lemme 1.6.

Mais pour cela nous avons besoin de plusieurs lemmes :

Lemme 2.5 Soit (M", g) une variété riemannienne de courbure de Ricci supérieure
a n-1 et de courbure sectionnelle inférieure a A. Si f; est une fonction propre
de M associée o la valeur propre \; et qu’on pose T = Ddf; + %fig, alors on
a:
1
5A|T|2 + DT> < (N — 2nA)|T1*+ < ORicy, dfi @ T >

0t 0N a Posé :
ORicpr(ex; €i, e5) = De, Ricpr(ei, e5) — De; Ricy(ex, e;) — De, Ricyr(ej, ex)-

Preuve.
D’aprés le lemme 2.4, on a :

1
iA\T|2 + DT> =< ALT, T > — < R(T), T > .

Or T est un tenseur symétrique, il existe donc une base {e;} de T, M qui
le diagonalise en p € M, et alors on a :

< R(h), h> = Z (RiCM(ei, 6j)T2(€j, ej)(le"j + 51'7]‘T2(6i, ei) RiCM(ei, 6]')

1]

-2 Z R(ei, €k, €5, €k>T(€k, ek)di,jT(eiy ej))

k
= Z Z o(ei,e)T?(es,e;) + Tlen, er)ales, ;) — 20 (e, ex)T (ex, ex)T (i, €:)

ik

= > olenen)T(ese) = Tler, ex))?
ik

> 2A(n|T|? - (tr T)?)

> 2An|T}%

De plus, si {e;} est une BON au voisinage de p telle que D.e; = 0 en p,
alors :

(ApL(Ddf) = DAAf) (e, e5) = (Ap(Ddf) — D(Adf))(ei, ¢5)
= Y DDDdf (e, e, e ¢;) — > DDDdf (ex, ex, eire;) — > De,[Ric(ej, ea)df (€a)]
k k a

+ Z Ric(e;, ex) Ddf (eg, ;) + Z Ric(ej, ex) Ddf (ej, ex) — 2 Z R(ei, ex, ej,e1)Ddf (e, €;).
k k k,l
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> DDDdf(ei,ex, e e5) — Y DDDdf (ex, ex, €3, €5)

k k
= Z(DeiDek - DekDei)(Dekdf(ej)) + ZDek[(DeiDek - DekDei)df(ej)]
k k

= [Z R(ei, ex, ej,eq)Ddf (e, eq) — Ric(es, eq) Ddf (eq, €;5)

a,k
+ Z(DekR)(ei, ek, €5, €q)df (eq) + Z R(e;, ex, e, eq)Ddf (e, ea)} )
a,k a

Apreés simplification, on a donc :
(Ap(Ddf)—DdAf)(ei ej) = — Z(Dei Ric)(e;, ea)df(ea)—i—z:(DekR)(ei7 ek, €, eq)df (eq)
a k,a

La seconde identité de Bianchi donne alors :
(Ap(Ddf) — DdAf)(es, e5) = ORicpr(V fiei, ej).
On conclut enfin en remarquant que :

<NAT,T> = <ApDdf;, T >=< DdAf;,T >+ <ORicp,df; T >
= M|T]*+ < ORicyy, dfi @ T >

car Ar(g) =0, donc Ap(f.g) = (Af).g, ie. < Ap(f.g),T >= 0 puisque T
est de trace nulle.

Lemme 2.6 Sous les mémes hypothéses que pour le lemme 2.5 et pour tout
k>2 ona:

4k — 3 _
12 1d(IT")I3 < C(n, A) [k + | TI3] ITN553
Preuve.

D’aprés le lemme 2.5, on a :

1
/ 2A|T\2]T\2’“2+\DT]2|T2’“2§(/\i—2nA)/ \T!2k+/ < ORicar, df,@T > |T|*2.
M M M

Il nous faut estimer W Jy < ORicy, df; @ T > |T|2R-2

Commencons par remplacer Ricy; par Ricys = Ricy —(n — g ou
ki(n — 1) (resp. kao(n — 1)) est la plus grande (resp. la plus petite) valeur
propre de Ricys sur M (elle existe car M est compacte, et est majorée (resp.
minorée) universellement en fonction de A).

On a ORicy; = ORicyy, et en utilisant la symétrie de T, on obtient :

1) kl‘gk‘Z

/ < ORicyy, dfi@T > |T|**2 :/ < DRicyy, dfi@T > |T|2k‘2—2/ < DRicyy, T®df; > |T|*
M M M
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En appliquant le théoréme de la divergence au champ X =< Ricy;, T >
T|?=2V f;, on obtient :
|

/ < DRicy, df; @ T > |T|*72 = / Af; < Ricy, T > |T]*2
M M
—/ < df; ® Ricyr, DT > |T|?2
M

— (2k — 2)/ < dfi @ Ricar, d|T| @ T > [T,
M
De méme, on a :

—2/ < DRicy, T @ df; > |T|*2 = / Z Ricas(ex, €1).T(em, ex) Ddf; (em, e)| T |22
M k,lm

/ Z Ricas(eg, €1)-De,, T(em, ex)dfi(e))|T|** 2
Mg im

+2(2k — 2) / < d|T| @ Ricy, T @ df; > |T|*F3.
M
Enfin remarquons que :

> Ricar(ex, €).T(em, ex) Ddfi(em, e)| T[>
k,l,m

Z Ricas (e, ). T(em, ex)T(em, e)| T |22
k,l,m

A —
—in < Ricys, T > ’T|2ki2
n

D’apreés les calculs ci-dessus et 'inégalité de Kato (|d|T|| < |DT|), on a :

’/ < ORicy, dfy @ T > | T2
M

Ric ||p (A(n)N\; | fi| 7)1
< IRicle= (A [ £IT)

2%k 2%—2 1p
+B(n) [ TP+ D) | KDTITE s )
comis =k (Il [ TP

2% e 2%-2)
o [P kil [ D7)

d’aprés le lemme 2.5 et ce qui précéde, on a, si \; < A :

IN

FIGT . FAUTAITE2 4 DTRTEE < ¢ A0 (T8 + |l T

+k2||dfiu HTHS’;*%)

+1
2V

Or, d’aprés le théoréme des accroissements finis, et puisque f v fi=0,on
a ”fi”oo < - ldfilloc, done
1

2k—2 2h=2 < 20 3¢ 112 2k-2)
ST ., AT HDT TR < O, 4,3) (T8 + K215 IT1353)
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Soit, d’aprés le lemme 1.5 'hypothése sur A; et 'inégalité de Hdélder, on
obtient :

1

L L ATITIZF2 & | DTI2|IT 122 < A) 12 T2 1 1171282

2 Vol(M) /M (T + | 1| T <C(n, )[ + || ”oo] | ||2k:—2
Oron a:

Vol - 4k 3V01

ce qui permet de conclure.
En utilisant I'inégalité de Sobolev donnée par le lemme 1.6, on obtient :

2

4k -3

n—2

k—
Iy < (ITIE + B, )55 02 + 17120 ) ITIBE,
On a vu précédemment qu’il existe une fonction 7(e[n) telle que ||T||2 < 7(e|n),
supposons alors que T satisfasse U'inégalité ||T|cc > 7(€|n)®, ou « est une

constante qui sera précisée dans la suite. On peut supposer € assez petit pour
que 7(e,n) <1, on a alors :

1+ B'(n, A)K3 _
I < (FE IR

On pose alors 3 = =5 et k = BY+1, pour tout entier i. En utilisant I'inégalité
de holder, on obtient :

Bi
i N — o N\ Tz
[T lagees < (1 + B//(n,A)53i> WD 7 (eln) B0 <”T‘251) R
17| T

() i 0 N —
En posant a(n) = H (ﬁ’ﬁ—i—l) <let K(n,A) = H (1 +B" (n, A)ﬁ&) 2a(m)B?
i=0 i=0

on obtient (en itérant 'inégalité précédente) :
_Oélfa(n)
I Tlloo < K(n, A)(efn) =07 |[T]lo.

%, on obtient :

En posant a =
[Tjoc < K(n, A)y/7(€[n).

En final, on en déduit que :

a(n)
1T loo < sup(K(n, A)y/7(€|n), 7(e[n) 2000 ).
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3 Appendice A:
Quelques propriétés des variétés & courbure de Ricci
positive :

3.1 La courbure de Ricci et le laplacien :

La courbure de Ricci, comme toutes les autres notions de courbure, est un outil
permettant ’étude locale des variétés riemanniennes. Nous ne travaillerons,
dans la suite, que dans le cadre riemannien. C’est-a-dire que la connection de
nos variétés est celle de Levi-Civita. Si (M,g) est une variété riemannienne le
tenseur de courbure est, :

R(X,Y,Z,W) =g (DxDyW — DyDxW — Dixy\W,2).  (1.1)

On a alors, en particulier, les relations suivantes :

b, R(X,Y,Z,W) = R(ZW,X,Y) '
La courbure de Ricci, notée Ric, est une trace de R. Si ey, -+ ,e, € T,M

est une base orthornomale, alors :

n

Ric(v,w) = trisR(v,w) = ZR(ei, v, e, W) = Z R(v,e;,w, €;) (1.2)
i=1 i=1

D’apres les formules (1.2), Ric est une forme bilinéaire symétrique. On
dira que la courbure de Ricci de M est minorée par k si (Ric-kg) est une forme
bilinéaire positive. Pour toute fonction f de classe C°° définie sur M, on définit
Af par :

Af = —tr Ddf == Ddf(ei,e;) (1.4)

On peut alors démontrer en utilisant le théoréme de Stockes la formule suivante,
appelée formule de Green :

B oh of
/U(fAh— hAf)dvg = /BU(faV —hg)wn_l

o1 U est un ouvert tel que U est une variété a bord, dvg est la mesure canonique
de (M,g), v la normale intérieure et w,_1 est la mesure induite sur la sous-
variété oU.

3.2 Reégularité de la fonction distance :

Soit z un point donné de M, une variété compacte. On définit alors :
Up ={v € T, M/3e > 0 tel que la géodésiquet — exp,(tv) minimise sur [0, 1+¢]}

Les résultats suivants sont classiques, et seront utilisées sans démonstration :

Uz est un ouvert, M=exp, (Uy;) lexp,(0U,), expyy, est un C* difféomor-
phisme sur son image et exp;(0U,) est de mesure nulle. On notera exp, (0U,) =
Cut(z).
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3.3 Théoréme de Bishop-Gromov :

Les théorémes de comparaison sont des outils permettant, sous de bonnes
hypotheses sur la courbure (en général on minore la courbure de Ricci ou on
encadre la courbure sectionnelle), de comparer la géométrie d’une variété avec
celle d’autres variétés de référence, de courbure sectionnelle constante. Le
premier résultat est 'inégalité de Bishop-Gromov:

Théoréme 3.1 (Bishop-Gromov) Soit (M",g) une variété riemannienne
compléte de courbure de Ricci supérieure & (n-1)k, ot k est un réel donné.
Alors, pour tous les e, R tels que 0 <e < R, ona, Vx € M :

Vo(R)\ _ V¥(R)
(@) = v 3

ot VE(r) désigne le volume de la boule de rayon r dans l’espace complet sim-
plement conneze de courbure sectionnelle constante égale 4 k (c’est-a-dire R™
si k=0, S*(1/VE) si k>0 et (H", go/v/—Fk) si k <0, ot (H", go) est l’espace

hyperbolique canonique).

Preuve. Pour démontrer cette formule, on doit étudier les variations de la
mesure riemannienne de (M", g) en fonction de la distance & un point donné.
Cette étude peut-étre faite en passant par celle du laplacien de la distance sur
la variété . Il est naturel de 'exprimer dans la carte normale centrée en un
point m fixe. Soit ® :]0, 00[x S~ — M Dinverse de la carte normale en m, ie
O (r,v) = expm (rv). On a alors ®*dvy = 6(r, v)drdv. Supposons que r.v € U,
alors pour tout voisinage U assez petit de v dans S™~!, pour tout e assez
petit,tout point (¢,u) de [r,r+¢] x U est tel que t.u appartienne a U, (puisque
U, est ouvert). Donc la fonction 6 est réguliére et non nulle sur un voisinage
de [r,r + €] x U et la fonction p = d(m,.) est réguliere sur ®([r,r 4+ ¢| x U).
On en déduit que, quand € et le diamétre de U tendent vers 0,

Dp[@(r,v)]. / O(t,u)dtdu | =~ / Apdug
[ryr4e]xU P([r,r+e]xU)
Ip

/ . Wn—1
a(®([r,r+e]xU)) OV
= Vol,_1[®({r} x U)] — Vol,_1[®({r + &} x U)]

= /9(r,u)du—/9(r+5,u)du
U U
00

_ /[H g (bt
r,r+e] X

1 00 /
- —(r,u O(t, u)dtdu
G(Ta U) (97‘( ) ( [ryr+e]xU ( ) >

D’ou il vient que Ap = —%% sur M \ Cut(z).
En fait, on peut montrer que Ap se décompose en une partie réguliére, que
nous venons de calculer, définie sur U,, et une partie singuliére qui est une

mesure positive a support dans Cut(z).

12
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Pour mener plus loin notre étude de la fonction #, on a maintenant besoin
de la formule de Bochner :

Proposition 3.2 (formule de Bochner) Pour toute fonction f de classe C*°
sur (M,g), on a :

GO F),df) = | Dif P+ 300 df P+ Rie(V S 95). (34)

Preuve. Les formules de Bochner sont les formules obtenues en tracant des
formules de commutation de tenseurs. Ici on calcule la différence :

DDdf(X,Y,Z) — DDdf (Y, X, Z)
or,on a :

DDdf(X,Y,Z) = X.Ddf(Y,Z)— Ddf(DxY,Z)— Ddf(Y,DxZ)
= X.(Y.df(2)) ~ X.df (DyZ)) — (DxY).df (Z) + df (Dp, v Z)
~Y.df(DxZ) + df (Dy Dx Z),

d’ou :
DDdf(X,Y,Z)— DDdf(Y,X,Z) =df(R(Y,X)Z) = R(X,Y,Z,Vf). (3.5)

D’autre part :
DDdf(X,Y,Z) = DDdf (X, Z,Y) (3.6)

(car DAf(Y,Z) — Ddf (Z,Y) = ([Y, Z]+ DzY — Dy Z).f = 0 car la torsion est
nulle). On obtient, en tragant la relation (3.5) et en utilisant (3.6) :

trieDDdf(Y) = Dy (tri2Ddf) + trisR(Vf,Y)
— _dAS(Y) + Rie(V,Y)

(3.7)
Enfin, on a : d(| df |*)(X) = 2¢9(Dxdf,df), d’ou

Dd(| df *)(X,Y) = 2g(Dxdf, Dydf) + 29(Dy Dxdf,df) — 2g(Dpyydf, df)
= 2g(Dxdf, Dydf) + 2g(DDdf (X,Y), df)

soit, en tragant
1
—5 Al df ! =| Ddf |* + triaDDAf(V f) (3.8)

En combinant (3.7) et (3.8) on obtient la formule annoncée. Nous adopterons,

par souci de concision, la notation f’(r,v) pour %(r,v).
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En posant f(x) =r = d(p,z), en notant que | dr |= 1 et que r est réguliére
sur ®(U,), on a :

0 o0 0

_ v 2
g(d(Ar),dr) = arA 0= 0 + (Ar)”,
on obtient : .
0 9 o 0
—?—]Ddr] — (Ar )4—ch(a 8) (3.9)
On pose b = Hﬁ, alors :
b’ 0 8
(n—1)— 5 + R’Lc((9 8 —(| Ddr ] (Afr) ) < (3.10)

La derniére inégalité étant une conséquence de I'inégalité de Schwarz (le n-
1 provenant du fait que Ddr(éz, g) = d(dr( ))(gy,) = d(l)(%) = 0, car
D%W = 0 puisque r — ®(r,v) est une géodésique).

En utilisant ’hypothése sur la courbure (on remarquera qu’elle n’a pas été
utilisée dans ce qui précéde), on obtient :

v + kb <0.
on pose alors : )
f=1
ol b est solution de I’équation
V' +kb=0

avec pour conditions initiales b(0) = b(u,0) = 0 et ' (0) = b'(u,0) = 1 car
O(r,v) ~ r" pulsque I’application tangente & expy,, au point 0, est idr, i,
donc une isométrie de T,, M. On pose aussi

/
7=z

On a alors )
h' = b(b" + kb) <0,

donc h décroit et, comme h(0)=0, ’=h est négatif.

On en déduit que f aussi décroit. On appelle b™ le prolongement de b &
RT xS"~! obtenu en prolongeant par 0 en dehors de U,—on remarquera que b est
définie sur R tout entier (mais peut étre négative en courbure positive, ce qui
ne correspond plus a la géométrie!), alors que b n’est définie que sur le segment
de direction u contenu dans U,. Alors % reste décroissante car si le segment
t — t.u atteint le bord de U, aprés que b ne s’annule, alors la décroissance

implique que b s’est annulé auparavant, ce qui est contradictoire.
bt (ew) "™ L -

5o - b(t) sur [0, €]
(resp. sur [e, R]). En intégrant ces inégalités, nous obtenons :

Donc bt (t,v)"~! est minorée (resp. majorée) par

fOR bt (rv)nldr
fOE bt (ryw)dr

f bt (rw)"~ldr
m
G V*(R)
Jo b( dr = Vk(e) -

<1+

<1+
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D’otl nous tirons :

Va(R) = Sn 1 ( bt (r, )" 1d7“> dv

R n—

E( ); fSn 1 (fo b*(r,v) 1d7“) dv
V() Vale)-

| /\

| /\

On peut déduire de la démonstration du théoréme de Bishop-Gromov (plus
particuliérement de la version locale du théoréme de Bishop-Gromov : le fait
que % soit décroissante) le théoréme de Myers cité en introduction :

Théoréme 3.3 (Myers) Soit M une variété riemannienne compacte vérifiant
Ric(M) > (n — 1)62, ot § est une constante strictement positive. Alors la
variéte M est compacte et de diamétre inférieure a 5.

Preuve. d’aprés le théoréme de Hopf-Rinow il suffit de démontrer I'inégalité
sur le diameétre. Or, en reprennant les notations de la preuve précédente en co-
ordonnées polaires exponentielles autour de n’importe quel point x, on obtient
que, le long de toute géodésique minimisante
o 1 = expg(rw), on a 0 (r,v) < M donc 07 (-,v) s’annule sur
Iintervalle [0, 5] (au point ot ¢, rencontre le cut locus de z). On en déduit
que toute géodésique minimisante est de longueur au plus 5.

En dernier lieu, nous donnons une autre application de la formule de Béch-
ner :

Théoréme 3.4 (Lichnerowicz) Soit (M™, g) une variété riemannienne com-
pacte de courbure de Ricci supérieure ou égale a (n-1) et f une fontion propre

de M (Af=X-f), alors on a A=0 ou A > n.

Preuve. Puisque le spectre d’une variété riemannienne compacte est positif,
on peut supposer que A > 0.
2 .
En remarquant que |Ddf|? = %fQ +|Ddf + %fg\Q et en intégrant la formule
de Béchner sur M, on obtient A > n.
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