LES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES

REELLES ET COMPLEXES DE DIMENSION 6

André CEREZO 198 3)

)] INTRODUCTION

—

La classification & iscmorphisme prés des algébres de Lie
nilpotentes de dimension finie sur un corps k n'est pas connue,
méme lorsque k = R ou L . Citons 4 ce sujet des résultats comme
ceux de [6], [7], [&l, ro1, [111, [12]. si l'on appelle scindée

une algébre de Lie qui est Lla somme directe d'algébres de dimension

plus petites, il n'en existe pas de non scindée de dimension 2, il
n'y en a gu'une de dimension 3 (c'est l'algébre de Heisenberg, soit
¢ﬁ§), et de nouveau une seule de dimension &4, soit MZ. Le cas de
la dimension 5 a été élucidé par J. Dixmier dans [3] : il y en a 6
non scindées, que Ll'on notera ici ‘quj (j = 1,0°7,6). Jusque-la Lle
classement vaut sur un corps quelconque de caractéristique nulle.

Dés la dimension 7, il est connu gqu'il existe des familles
"continues" d'algébresdeux & deux non jsomorphes; cela résulte par
exemple des travaux ce M,Vergne sur les composantes irréductibles
de la variété des structures de Lie sur un espace vectoriel (cf.
[12]). On donne au paragraphe [V l'exemple d'une telle famille qui
vaut pour tout k (soit uﬁ, Aek).

La derniére dimension ol il peut n'exister qu'un ncombre
fini de classes d'isomorphisme d'algébres nilpotentes est donc 6,
et c'est en effet Le cas, au moins guand k = R ou (. Plusieurs
listes ont été déja publiées. L'auteur a connaissance, par ordre
chronologique, de [10], (41, M1, 8] et [s]. [1@] contient des
erreurs et des algébres scindées; les valeurs des paramétres dans
[4] sont mal fixees; [11] est la premiere liste exacte sur @ ; dans
[8] il manque une classe : celle qui est notée ici 442 497 outre
une liste exacte sur IR, [5] donne pour chaque aLgébre,Le groupe
connexe et simplement connexe associé, les orbites des représen=

tations adjointe et coadjointe, et la mesure de Plancherel, mais



sans démonstration. L'auteur dit gque sa classificaticn repose sur

un théoréme de L9].
On donne ici une démonstration élémentaire de la classifi-

cation des algébres nilpotentes de dimension 6 sur Ret sur £. Le
calcul est fait sur IR, l'adaptation & € résultant de remarques
entre parenthéses. Sur R, il y a 24 classes d'algébres non scin-
dées, et 20 seulcment sur €. Il y en a 10 scindées dans Lles deux
cas. De chacune on donne un représentant dg,j (3 =1,..., 24).
Elles sont notées par ordre de "commutativité croissante', en

commencant par les algébres "filiformes'" (d'ordre de nilpotence

maximal, cf. [12}; il y en a 5).

La Liste est rassemblée au paragraphe ]], ol figure aussi
la correspondance avec la liste de [5]. On cite aussi pour chacu-
ne son 'poumon'" 2 , ou support du centre de Ll'algébre enveloppan-
te (défini et étudié dans [1], donné par une base explicite (on
écrit P=< o,.., *» >), et un cystéme de générateurs algebriques
du corps des fractions % du centre de L'algébre enveloppante,
mais sans démonstration (on note €= k{ *,cee, * ).

On appellera type d'une algebre /Y la donnée des dimensions
sur k des jdéaux caractéristigues non triviaux appartenant aux

trois suites classiques (dans cet ordre) : la suite dérivee

( AP = [ uV(p-1), JV(Q_1)],' A ), la suite centra-

te descendante ( €PA4° = [ &#°, g 14 1, € = A ), et la
suite centrale ascendante (%2c#3’%}fﬁantle centre decf 8%_1074 ’
5;a?° = {0}). Ce type est évidemment invariant par isomorphisme.

Un autre invariant est le défaut de comnmutativité d introduit par

J. Dixmier EZJ, demi-dimension des orbites génériques de la repré-
sentation coadjointe, qui, en dimension 6, ne peut prendre que les
valeurs 0, 1 et 2 : € a alors pour degré de transcendance sur k

L'entier 6-2d, soit 6, 4 ou 2 respectivement.

Il

~—

LA LISTE

On définit chaque algébre par les crochets entre éléments
d'une base de Jordan-Hoélder {X1, ., Xn}; ils sont antisymétriques

et ceux qui sont omis sont nuls. Cn note (2/2,1/1,3) par exemple

1y

t
le type d'une algébre telle que dim A& =2, dim A = 0;
din €W’ =2, din €% =1, din BU” = 0; din E A7 =1,
dim 8}¢V° = 3, dim €344” = dim 040. Les autres notations utilisées



ont été définies au paragraphe précedent.

A/ Rappelons d'abord ici la définition de u?g, 042 et

(GG =1, «u., 6).
N s Dxguxdexg (11 4=, P=cxy>, B=kixs)

NG s D axgTExg Xy xgT X, (272,171,2) ,d=1

g _ L 2_
=Xy, X5,%,7, €= kX, ,X5=2X,%,}

[x1,x2]:x3. X L BJ =X, [x1, 4] =X [xz,x3]=x5

(3/3,2,1/1,2,3) ,d=2, %P=<x5>, £?=k{x5}

- UVg5 2 : [:X11x2] 37 D‘»]r 3] X [x']’ 4] X
R
(3/3,2,1/1,2,3),d=1,  J7=<X, ,Xz,X, . Xs>

o 2 . 3 2
ff—ktxs,x4 2X 5%, X, =3K5X, Kot 3X,X5)

— r — —
A aﬁg 5 [x1,x2]-x3, Lx1,x3]—x4, [xz,xsj-xS
(3/3,2/2,3),d51, =X, , %5, X5,%, , Xes

: \ 2
= k!
E= kX, ,Xg,X5-2X, X, +2X X}
7 . _ r — -
oA D, Dxuxdexs, DG xslexs
(2/2,1/1,3),d=2, P=<xg>,  E=kixg)
. i} r -
oA s [x1,x2]—x4, Ix1,x3]-x5
(2/2/2),d=1, P =<Xy,X5,X, ,Xg>

E =k (X, ,Xo,XgX, ~X X}

] an g [x1,x2]=x5, [X,X,]=Xe

Pocx >, E?=k{x5}

(1/1/1) ,d=2, s



B/

cn

La Liste précédente contient toutes les algébres de Lie
nilpotentes non scindées de dimension <5 (sauf k). On en
déduit immédiatement la liste des algébres scindées de

dimension £6 (on n'a pas noté 5aet %’, évidents)

dimension <3 : k, k2 et k3 (de type Qé),et d =0

en

en

dimension & /f})@k (1/1/2),d=1; et K* <¢>,d=o

dimension 5 : ,/VZ@ Kk (2/2,1/2,3),d=1;

en

(/V})@kz (1/1/3),d=1; et k> (P),d=0

dimension 6

N 4 @k (3/3,2,1/2,3,4),d=2; o(/; , @k (3/3,2,1/2,3,4),d=1;
r'd rd

C/

Wy 5@k (3/3,2/3,4),d%1; (,4/’5,4@“2/2,1/2,4),(1:2;
! -1 . /4 1= .
A5, 5 @k (2/2/3),d=1; ds’é@k(1/1/2),o 2;

K @ k% 2/2,173,0),0=1; SN @ Ny 212/2) ,d=2;
o@@ﬁ /176y ,4=1; k& (D), d=0

A la vue des invariants écrits, la liste n'est pas redondante.

On donne ici la Lliste des algébres de Lie nilpotentes non
scindées de dimension é sur R, dont la validité est établie
au paragraphe suivant (8§ JII). Elles sont notées 0&2
(j=1,...,24) et pour chacune on donne (dans cet ordre) sa
définition, son type, son deéfaut, son poumon fp ,et %? .
Notons ici que sur £ la classification est la méme, a

L'exception des quatre isomorphismes suivants :

= A

n
~

” . e —~ 4
6,7 = 6,67 0‘6,14 = 046 127 Jé 16
7 ~ ol ¥/a
046,23—f/t3@‘/03

6,15;

gui réduisent a8 20 le nombre de classes sur ce corps.
Les seules algébres non scindées complétement transverses

.
au sens de [1J sont k, oV;’3 et uag o1

ment verticales au sens de [1] sont o’%, 5,17 07; 4 o@p
’
Ny @ N, et N, ; pour §=3,4,6,7,8,11, 12,13,14,18,19,23,24.

’

Les algébres compléte-




[xq,xzj=x3,[x1,x3]=x4,[x1,x4]:xs,[xz;x3]=x5,[xz,x5]=x6,

[x5.xJ==x,
4,1/6,3,2,1/1,2,3,4),d22, P =<X_,Xq,X, ,Xe, Xy
F d V4 7 7 V4 1, 3’ 4’ S’ 6

2 2
%’k{x ,2X +3x4x6 6X5X X ~6X K¢y

[X1'X2tl :XS,[X1,X3-]=X4I[X1IX4] :XSI[XZ’XS] =X61[X3’x[,] ==X

<5 X, >

=<X 6

C4,4/4,3,2,111,2,3,4),d=2,

2
L 2XzX xé}

1,X3,X4,X5’
€=k ix,.x

[, %3 =X, X x5l =0, Dxg % T=Xs s [y, XsT =X, [Xp o X5] =X
(X, %, 1= X,

P
(4/4,3,2,1/1,2,3,4) ,d=2, I =<X 5, X, X5, Xg>

) 3 2
B =k{x, ,X2-3%, XX  +305X ]

I — - - — —
[X,],XZJ—XS,[X1,X3]—X4,LX1,X4] —XS,[X,l,XS] 'Xér[XZ,X3]—X6
(414,3,2,111,2,3,4) ,d52, P =<X, X, %>

>, 2-
Q?—K{Xé,xs 2x4x6}

(X %51 =xg, Dg o xgT=x L [y d=xg, X Xs ] =X

614,3,2,1/1,2,3,4),d=1, Y=<y, X5,X, ,Xs,Xg>

N 2 .2

g - kiX, X, Xgr 5—3x4x5x6+3x3x6,x4-2x3x5+2x2x6}

Do xp] =0, D] =x g, Dxg o xad =xs, Ixg o x I [xp  Xs1=Xe
f7p]
(4/6,3,1/1,3,4),d=2, J =<Xg, X, X5, Xg>
2,2

€= kX, X, +Xg 2x3x6}
[y X5l =x g, D6 X gTx g DX X sl =t DX X 1=K g [Hg X 5] =-
416,3,1/1,3,4) ,d72, T =<xy, X, Xg,Xg>

i~ . :

%’—k{xé,x X5=2XgX ]

- T~
[, X1 =xg, DX xg] =X, Dy X T =xg, DX, X5 T =X

p
(4/4,3,172,3,6) ,d52, < =<X,X>, ©=kixs,x)



N ot DXy x,0=x,, Doy axg]=xg, X %, T =xg, (X Xs] =X [X 5, X, 12X

on
(3/3,2,1/1,2,4),d=2, J’=<x1,x4,x5,x6>

oy 3 Cav 2
€=k {x, ,X2-3X, XgX =3X, XD

A 10" [xi,x2]=x4,[x1,x4]=x5,[xq,xS}xé,[xz,x3j=x6,[x2,x4]=x6

SIS S50

=<K =X, X, X 2>

(3/3,2,1/1,3,4),d=2, S s

©= k(XX —2x4x +2X5X )

002,11: [xqo%,0 =X 40 XX =X, X X ] =X, DX X5 ] =X

<l
(3/3,2,1/1,3,4) ,d=2, d =<X,  Xe X >

) 2,
E=kix,,x5-2%,X,)

N 120 Dqoxpd=x, g oxsl=xs, [xq.x, I=xs. [x;, 4] %6

D
(3/3,2/2,4),d=2, I =<xg, x>, E=kixg,X,)

(X% 1 =% DX sl =X, [X X T =X g, DG X T =X

(3/3,2/2,4),d=2, =<Xg,X (>, €=k{xg,x,)

Cﬁ6,13

)

[x1,x2]=x4,{x1,x3j=x5,[X1,x4j=x6,[xz,x3]=x6,[x2,x4]=—x

X, E=kiXg,X

He,14

<

(3/3,2/2,4) ,d=2, =<X

(XXl =Xy D xgl=xg, DX X I=x g, [Xg X 5T =X g

(3/3,1/1,3),d=2, D =<X.,X, ,Xc, X, >
/ Ty _1’4'5'6

‘/46,15'

- kX, X +x§+2x X}

oo . - ox T --
A 167 [Xq%] x4,[x1,x3]/§5,[x2,x4] Xgr Xz, Xs]="Xg
(3/3,1/1,3),d=2, d =<K g, X, X Xy

- 2
%1«{x6, x5+2x1x6}

- - 1: r = =
(/‘/‘6 17" [x»lrxzj X41[X1/x3_1/);51|_,x1,x5] xé,[xz,x4] X6
(3/3,1/1,3) d=2, J T=<x
@ =g (X, XE-2X5X,}

3,X5,%¢”
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- (/l/é 18:[x1ix21:X41[X11X3]=X51[X2,X4]:X6

2]
(3/3,112,4),d=2, S =<x,Xz>, E=kixg,x}

. 0V2,19=[y1'X2]:X4'[X1'X3J:XS'[X1'X4]=X6'EXZ'X3J= X

(3/3,1/2,4),d=2, I’ x>, €=kiXg,X

=<X5, 6

N a0 KXo T=x g Dy X s =X, TRy % T =X

o
(3/3,1/2,4),d=1,  J75<K,,Xq, X, Xg X (>

30X, X5 Xy
- ‘r 2 —
B =k ixg xg X 2X X X X g X5X ]

o Mg 2qi XgxR]E X4o [XqoX3]=Xe, DG x5] =Xy
N
(3/3/3),d=1, Y =Xy Ko X5 Xy X5 K>
8’=K{x4,x5,x6, 3%, x2x5+x1x6}
ﬂ = r =
- Ny o0 [Xqxp]= xs,[x1,x5]/§é,Lx3,x4] X6
(272,1/1,4) ,d=2, I =<X,, X, X >

2rX5.%g
. 3
E=kix,,xE-2x,%,)

A7 1 r = =-
Ay o3 Xgaxp]E X [Xq o x5) =X, DX % 5% g, [Xg X, ]2
(2/2/2),d=2, 9= Xg,Xg>,  E=kiXg,X
’ '— = 1: r =
o My aa X% Xso [Xg o x50=xg, [X5, %, ] =X

"
(2/2/2) ,d=2, I =<Xe, X, >, %?=k{x5,x6}

D/ On donne enfin ici la correspondance entre cette Liste et celle
ESJ(pour les correspondances avec les autres Llistes citées,
on peut consulter L'appendice de [5]).
} une base de l'algeébre G (k=1,...,24)
- - 6 6,k
de |5] dans laquelle les crochets s'écrivent comme dans cet

On note {Y1,...,Y

ouvrage, et on donne un changement de base qui fournit un iso-

. el
morphisme de 0¢6,j sur <;6,k'

N 1 = Ge 14

’ ['Y =-X
Gé,12.f' 1oer

N, 2

’

|0



c’{/‘é 6

Ve

vie,7 °

A
U£6’8
A7
vre L9
g

046,11
Vad
N,

VV2,13 =

6,10 =

(X, +Xz),Y

4 ¥X52 Y375 (X = Xg),

_1
~%
1
2

l’\)l—\ -b —\

(X1+X ) Y6

o Gy | T1TXer Y2337 s
2= 6Gg 221y =x_,Y ==X, ,Y<=X
G .y = = =

6,21:Y,=Xc Y 5=Xg, ¥z

G oy - - - - - -
6,233 ==X ¥ o=X LY 2=, Y, =X, Yo=K, Y (=X,

i

¢

G v - - - _ - -
6,6 1Y =X, Y53 Xe Yo=K, Y, =X, Yo=Xo, Y =Xy

G AV _ _ _
6,4 1Y, =2X Yo=K, =Ko, Y g=K, +Xo, ¥, =

Y =X, +Xs, Y =X

R

R




IIT)I LA CLASSIFICATION

Soit o&nune algébre de Lie nilpotente de dimension 6
sur Le corps R. On peut toujours inclure les idéaux Qf%Aﬁ
(p=1,2,...) de Lla suite centrale descendante dans une suite de
Jordan-Hélder d'idéaux g%:<xj,xj+1,...,x6> (j=1,...,6), ou
{X1,...,Xé} est une base convenable de N telle gque [ N, QG]

< €7j+1' Dans une telle base, on a

(X, Xp)=agXsta X ragksra X, [Xp X ]=fsXstTeXe

[X,,X5]=b, X +bsXs+b X, [X,, X159

(D) [x1,x4]=c5x5+céx6 [x3,x4]=h5x5+h6x6
(X, Xgl=d Xy (X5, Xc] =Xy
[X,,X5]=e, X, *egXg+e X, (X, X5]=3gXg

pour a3,...,j6 c R, les crochets etant antisymétriques, et ceux
qui sont omis étant nuls. Les relations (D) définissent une
structure de Lie si et seulement si les relations de Jacobi sont
satisfaites

o r V14T : -
Vi,;,x €(1,2,...,6) [xi,ij,kaj+ij,[xk,xij]+[xk,[xi,xj]]-o,
ce qui s'écrit ici
f e4j6=0 a356+a4j6=0 fsdé—csgé-a3.h6+a536=0
(J)1 b4d6=0 hsdé—c5i6+b5j6=o e4c5-b4f5+a4h5=0
a3h5=0 hsgé—f516+e536=0 e4c6+eSdé—b4f6-bsgé+a4h6+a516=O
Nous allons classer ces algébres selon Lleur type, et d'abord

]
selon la dimension de leur dérivee JV’, qui est au plus 4.

A) Si dim cﬁHZA, donc a3¢0, posant X3=a3X3+...+aéx6 on se raméne

au cas ou a3=1, a4=a5=aé=0, et les retations (J) s'écrivent

e,1¢=0 Pgig=0  hy=fgsdCsgy
b,i,=0 egig=0 e, c57b, T
h5=0 16=O 84C6+65d6:b4f6+b596
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L] ' .
Comme dim JV‘=4, b4 et e, ne sont pas tous deux nuls, donc Jé=0'

et posant

‘o o ‘.2, 2
X1—b4x1+e4X2, Xo= 84X1+b4 5 X3—(b4+e4)x3
t

_,.2, 2 2, 2
X,=Cb +e;) {(by+e )X, +(b bote, es)Xs+(b, bg te e )X}
1 — —
il vient : (sur £ on poserait X1=b4x1+e4X2, . ee)

(g% 0=xg [xo, %, T=cgXste X, [X),Xs]=d X,
[xarxs]=agXy [Xg,%s]=16X,
[Xq,Xe]=x, [X,,Xg]l=ecXgre, X, [X,,X,T=foXs+f X,
[xgox I=nsXstngx o [x,,%5]=5 X,
avec de nouveaux scalaires g, ...,jé, toujours astreints a

vérifier les conditions précédentes, soit maintenant

Je=16=Ns=Fs=0, Ty=egdyg, he="c5a4-
Ceci s'écrit encore
(kg %ol =xg D x JeesXsre Xy [Xq xsT=dgXs [Xp,Xs]=a X,
XqoX2]=X, [X,,Xg]=ecXcbe X, [Xo %, 15F %, [Xg,X,J=h X,

avec les relations

(D)

(Jl) f6=85d6 et h6=-csg6
)
Notons que Cs et eg ne sont pas tous deux nuls (dim dV’=4),

n! . .
et que 7 =<x3,x4,x5,x6> est commutative si et seulement si

h 0.

¢ C59¢~

D'oU deux cas, sUrement non isomorphes

]

Al) Si N ntest pas commutative, posant X.=c_Xc.+c, X, 6 et
7 5 575 "676

X

6=—h6X6, on se raméne aux relations (Dl) - (Jl) avec

c5=gé=1, c6=0, h6=—1, soit
[X1,x2]=x3 [x1,x4]=xS [x1,xS]=dx6 [xz,x5]=x6
_
Xy oxgl=x, [y, xgl=exovtx, [X,,x,J=dex, [X;, X, J=-X,

ou d,e,f € R sont arbitraires. Posant alors

1 2 ]
X =X, =dX,=d“eX5, X,=X,+deXs,

il vient
! = = T=
(D) [xqoxpl=xg Dy % J=xs [x;,x51=x,

- - I T
(X, %51=x, [X,,Xg]=exo+fx, [Xz,X,J=-X,

L L}
Xg=Xz+deX,, X, =X, -dfX,

N
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6 . 1
Toute algébre nilpotente A7 de dimensionVtelle que N soit
de dimension & et non commutative est donc isomorphe & l'une des
1
algébres cﬁl P définies par les relations (Dl)' Tout changement de

4

base qui transforme les crochets de 0%; ¢ en ceux de 002'f' , est
’ ’

forcément du type

(%) X.= I a..X. avec a..=0 pour j<i et i3
j=q 1373 i ]

puisgu'un tel isomorphisme doit conserver les idéaux de la suite

centrale descendante. On obtient le systeme d'équations
az3=3748,5781085 3,,7891233 855729134, 2667333%447%22%55
8593,,70 a,4253%0 84585570 83,73,423,3738193%,9 3845792394
a3S:a11a24-a14a21+e(a12a23—a13a22) 836:"' a45=... 3,5 356:"'
T ] L
e agsTeayyazztaygdzg, fagcteagy=fay,az3%ay,855%a5,83379539,y
Comme a33¢0 il vient a21=0, et la matrice (aij) est triangulaire.
Comme elle est inversible, on a aii¢0 pour tout i, et on voit que

]
e et e sont nuls simultanément.

' 322 '
- 3 4 ) = ——— 1 = = & =
Si e#0 : e e(a11)2 et Le choix de ay,=a,7¢ raméne au cas e =1,
]

puis un cheix convenable de a,, au cas f =0, soit :
er0 =—=> uﬁ;’f C::Uﬂ;,o
! 7
- Si e=0 & i : : = it o: ~
Si e=0, le méme choix de a,, ramene a f =0, so1t : DVZ,f _.04010
On a ainsi obtenu les algebres UV; 1 et 002 5 de la Lliste, et
I'd ’

toute algétre de type (4,4/.../...) est isomorphe a u*z 1 ou

o&pé 5, qui ne sont pas isomorphes.

'
A2> S i oy1 est commutative, oynvérifie (Dl)—(Jl) avec h6=0, donc¢
c5=0 ou gé=0. Classons ces algébres suivant la dimension de leur

centre:

A?3) Si de plus dim %2UV~ =1, alors

_ o _ . ~
ou bien CS#O donc g,=0 mais d #0 (car Xg ¢ %?1Uf —<X6>),

et La suite centrale descendante a quatre termes non triviaux,

puisque
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[X1, EX’]I [X1t [x']lxzjj:]] = c5d6x6¢0
- ou bien c5=O et La méme suite a au plus trois termes non

triviaux.

D'oU deux cas slrement sans isomorphismes entre eux
) L

® Dans le premier cas, posant X5=c5X5+c6X6, x6=C5d6X6’ il vient

(g o xpl=xg, Dxg x3)=x,, [ x, J=xg, Xy, Xs] =Xy

LXZ,X3]=eXS+fX6,[:XZ,X4]=eX6 (e,f € R arbitraires)

Ces algébres sont toutes de type (4/4,3,2,1/1,...), et tout
isomorphisme entre deux d'entre elles, conservant la suite centrale
descendante est forcément de la méme forme (#) que ci-dessus. De

= ' '_‘ . . — —_
plus la relation LXZ,X3J € <XS’X6> implique a21a33—0, donc 321—0,

et la matrice (aij) est triangulaire. Par suite les idéaux
{ 1 1
J =<X2,...,X6> et J =<X2,...,X6> sont nécessairement isomorphes.
Or Lla dérivée de J est de dimension 2 si e#0, 1 si e=0 et f#0,
0 si e=f=0.

Il ¥y a donc trois cas sans isomorphismes entre eux

- 371 e#0, on cse raméne a e=1 et f=0 en posant

2 2
' hs ' v2 v 3 e f ef
Kg=eXy* 55X, Xp7eXy, XgZe Xz, X, Se X, + 5K+ =5 X
Xoze®X _+edfX., X =e’X
5% s 67 "6~ "¢

- Si e=0 mais f#0, on se raméne a f=1 en posant
X.=fJXj pcur j=1,...,6.

On a ainsi obtenu les algeébres OV2’3, 002’4 et 0#2,5 de la Lliste,

et toute algebre de type (4/4,3,2,1/1,...) est isomorphe & opz 37

il

00;’4 ou ¢ 6.5 qul sont deux a deux non isomorphes.

@ Dans le second cas, on a c5=h6=0 mais eS#O. Ces algéebres sont

]
donc de type (4/4,3,1/1,...) et en posant X5=eSXS+e6X6, on se

ramene a
r 7= - g -
DXgeXol=xg [Xo,x J=ex, [X,,%g]=dX, [X,,Xs]=gX,
T = —
[Xioxg]=x,  [xoxgl=xg  [x,,x,J=dx,

ou c,d,g sont arbitraires, mais astreints & vérifier

cg-d® # 0 (&> din %2UV‘ =1).



_']3_

Soit M = (u B) une matrice inversible de déterminant A. Posant

fx
\x
il vient les mémes relations qgue ci-dessus,

c ,d, g tels que

= aXgHBR,y, o= YXgroXp, Xg= LKy

N e -

]
= A(aX4+BX5), x5= A(YX5+6X6), X6= AX6

mais avec des scalaires

On peut ainsi se ramener a L'un des trois cas
c=g=1 et d=0; c=g=-1 et d=0; c¢=1, g=-1 et d=0.
(Sur € il ne reste que le premier cas). Mais le changement X6=-X6

raméne le deuxiéme cas au premier. On obtient que toute algébre de

type (4/4,3,1/1,...) est isomorphe & LA/; ¢ Ou UW; 2.

L

. . r

Bien gqu'isomorphes sur f, 046 6 et o@Z 7 ne Le sont pas sur IR,
V 4 I'4
car tout isomorphisme entre elles serait le composé d'un isomorphisme
du type précédent (matrice [{), et d'un autre conservant X1 et X2
A . _

modulo LA —<A3,X4,X5,X6>, donc aussi [X1,X2]-X3 modulo <X4,XS,X6>,
X4mooulo <x_, 6 , €t XS modulo <X6>’ et ce dernier isomorphisme

devrait donc conserver [XZ,XST. On a montré que toute algébre de type

(4/...71,...) est isomorphe a Ll'une des algébres 042 5 (j=3,...,7),

gqui sont deux a deux non isomorphes.

A2b) Si de plus dim %ﬂcip 22 le systéme (Dl) - (Jl) s'écrit

- r - -
(X1 % 1=xg [Xq,x, ]=ceXere X, [x,,xc]=d,X,

) ) _ (¥ %sl=a4%,
(X .%30=x,  [X,.Xg]=esXote X, [X5,X,J=t,%,

a"Je = - { -
c ngé o, fé esd, et rang (CS Cg f6‘)$;1

0 d6 9
. X 1] )
- Si c5=0 (donc e5¢0 car dim dv‘=4), posant XS:eSX5+e6X6, il vient
T 1 = =
[XqoXo]=Xs IXa, X, J=ex, [X,,Xs]=dX,

-
XprXsl=axg

[XqoXs]=x, Xy Xgl=xs  [xg,x,J=dx,



avec la condition rang (c d)é’l.
d g

Le changement de base déja utilisé dans le second cas du (AZa)
(matrice M) montre que ces algébres se classent a isomorphisme preés
par La signature de la matrice fc d) qui est ici de rang 1 ou O
(<)
on peut donc toujours sc ramener & L'un des trois cas
c=1, g=d=0; c¢=-1, g=d=0; c=g=d=0.
Majis Lle second cas se raméne au premier par le changement Xé 6’
et le troisiéme cas donnerait dim dvj-S (d'ailleurs L'algébre serait

scindée)d.

Toute algeébre de ce type est donc isomorphe & L'algebre 092 8 de
rd

la Liste (en échangeant X . et Xé).

- Si ¢c.#0 _ s X
5 donc 96—0, en posant XS—CSXS+C6X6 on se ramene &

—

]:><1,><2]:x3 [x1,x4]=x5 ]:x,‘,xs:[:dx6
[x,l,x3]=x4 [xz, s]=eX X, [x,,%,]=dex,

avec la conditicen rang (1 0 de) L1, soit d= 0.

]
Comme dim dV =4, on a f#0, et posant X6=eX5+fX6, on retrouve UV% g*
’

. . ~n .
En conclusion : toute algébre telle que A est commutative et de

dimension 4 et que dim 2i¢4fJ>-2 est isomorphe a UV; 8" Et toute

algébre dont La dérivée est de dimension 4 est isomorphe & L'une des

Uvﬂ ; (j=1,...,8), qui sont deux & deux non isomorphes.

AL

B) Si dim ol’=3, on a le systéeme d'équations ([)-(J), avec a3=0.
De (J) on peut extraire aéj6:b436:e436—0 qui impligue j6=O, puisque
2.

a4=b4=e4=0 entrainerait dim g&ﬂ S; Il vient donc

r — -—
(Dy) [[xq.x,0=a %, *agxsra X, [xg,xJ=coXste X, [Xq,Xs]=d X,
r — —
[Xq,X3]70, X, #bsXotb X Xy, X, J=foXo+foX, [Xp Xs]=agX,
[xz,x3_[ e XyresXsre Xy [xgox Jehgxgrn X, [Xg,Xs]=1cXg

avec 34'b4'e4 non tous trois nuls, et les relations
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(Jp) [hgdg=csiy  hs9e=fsie  Tsde™59%

b,f_+a 0 -b,f +a,h +e dé—b5g6+asié=0

e c57b, T5ta, ng=0 e ™0, 6 8N s
Mais la premiére ligne de (JZ) signifie rang (CS fS h5> L1,
dg 96 6
et X1,X2,X3 jouent dans le systeme (DZ)—(JZ) des rdles symétriques,
si bien qu'on peut supposer a4¢0, et posant x;=a4x3-b4x2+e4x1 et

X4=a4x4+aSX5+a6X6,

D'olu Lles crochets

on se raméne au c€as a4=1, et ag=a, b4=e4=0.

[x1.%21=%, [xy % JmegXsre Xy [Xq Xg]=deXy
I -
(Dp) { DXy x5]=bgxsrogxg  [xgx,i=feXstieXe  DprXsl=agks

9 r T = =i
[XZ’XBJ'85X5+66X6 (X<, X, J=hcXg+h X, [x3,x5] i Xg

avec les relations, issues de (Jz):
1
(Jz) he=0, hy=bggs-egd,, rang /cs fo O )41.
\de 96 16
1 1
Remargquons que UV, est commutative. Comme dim UV’=3 impligque

dim (62(A/'< 2 et dim C€3c/{/‘< 1, il s'agit donc d'algébres de type
(3/3,2,1/...), (3/3,2/...), (3/3,1/...) ou (3/3/...). On traitera

ces quatre cas dans cet ordre.

. 1 !
R1) Une alaébre de type (3/3,2,1/...) satisfait a (DZ)—(JZ) avec

cc et f. non tous deux nuls, et dé,gé,i6 non tous trois nuls.

5

Par

5
suite il existe a#0 tel que d6=ac5, g6=af5 et i6=0. Soit
f[x1'x2]zx4 [xy,x J=esXgte Xy [Xq,X5]=acsX,

(Dz) (X, X5]=bsXstb X, [xz,x4]=f5xs+f6x6 (X5, xgl=afoX,
‘1[x2,x3]=e5x5+e6x6 (X5,x,J=atbgfsmcgesIXy

avec a#0, et s et fS

On vérifie aisément que

dim %20V’= 4- rang A, ot A= | ©

non tous deux nuls.



Par suite

- si b fc#c

~ T /‘:
5%s on a 8101 —<X6> et iijﬂ <X5’X6>
- si b.f

sTg=cceg mais rang A=3, on a 820*n=<xé> et dim 8204ﬁ=3

. . an
- s1 bsfs'—‘cse5 et rang A<3, on a dim g;U( >1

5€57

D'ou les trois cas suivants, sans isomorphismes entre eux

Bla) si beS-c5e5=d¢O le changement de base

1
X X,tb X

X 27 Teg X tbgXs,

1
X,=fcX

1775797 5%,

L [}
X4=dX4, XS=dX5+(.5b6-cseé)Xé, X,=ad X6

nous raméne aux crochets
- -
Xq Xl =Xy

=
Xy X<]=Xg

XqoX,J=cX, [xz,xs_gzx6

T

xz,xajzdxswx6 [x3,x4]:x6
avec d#0, puis le nouveau changement
' ' £ ' ' f ' '
X =X =ckg, X,5X5= SXg, Xg=dXg, X =X, = 5Xg, Xg=dXg, X, =dX,
a l'algebre 002,9 de lLla Lliste, et toute algébre de type

X

(3/3,2,1/1,2,...) est isomorphe a 072 9-

Blp) si bgfs=cges et rang A=3, cg et fg ne sont pas tous deux nuls,

1] 1]
et jl existe donc a € R tel que b5=a Cs et es=a fS' De plus X1 et
X2 jouent dans le systéme (DB) des rdles symétriques et on peut

donc supposer c5¢0. Par le changement de base
1 fS [} r | 1 2
X2—X2- E;X1, X3—X3-ax4, Xs—c5X5+c6 67 Xé—acsx6

on se raméne au systéme

7 1= r 1=
KyeXol=K, KXy X =hg e 00
, -
(DB) ‘LX1,X3]:ox6 [XZ'X4]=fX6 avec rang ? é 8 8) =3, soit e#0.
- r -
[xz,x3]-ex6 Lx,],xS] Xg
Posant alors
l— I—\ l— . 2 l- |—2 |_3
Xy=eX,, X55X5, Xg=e Xz-be Xg, X, =eX,, XgZe Xg, X, =e X,



il vient

[Xq %5 0=x,, [Xq.%,]1=Xs, [xy %) =Xy, [X,,%5]=X, [X,,%,]=0X,

ou g=fe_2est arbitraire. Si g#0 on se raméne a g=1 en posant
l— l_ ‘l_ 3 l_ 2 I— 3 I— 4
X1—gX1, XZ—gXZ, X3—g X3, X4—g X4' XS—g XS’ X6—g Xé.
. .. . N .
On obtient ainsi les algebres “46,10 et 0 6,11 de Lla Liste.
Tout isomorphisme entre o4p et c4ﬂ , devant échanger leurs
6,10 6,11

idéaux caractéristiques, serait encore du type (%) précédent,

puisqu'elles sont toutes deux de type (3/3,2,1/1,3,4). D'ou Lles

relations

3,47819193207392%821 84573993247 8949217 46T

81935,=0 @335t 233 +384,d5,=0 @55 89984, AgeTec-

3465311355 2p123,%0 2,99,,%0 2,7a5570

(a ) #0

351845%8552,,70 agg=... et a333,,38558,4089935p7892%1
qui impliguent 321=O, donc que Lla matrice (aij) est triangulaire,
et par suite a11#0, a22¢0 et 344¢D, ce qui est impossible car
2528,,70-

Denc toute algébre de type (3/3,2,1/1,3,...) est isomorphe a

UV% 10 OU g&g 11 gui ne sont pas isomorphes.

Ble) si b5f5=cseS et rang A<3, cg et fg ne sont quand méme pas tous

deux nuls puisque dim inﬂ/‘=2, et Lle méme calcul qu'au début du
1
paragraphe (Blb) nous raméne aux relations (DB)’ mais cette fois-ci
1
avec e=0. On peut encore se ramener a b=0 (en posant X3=X3-bX5),

d'ou les crochets
T N _ _ ~
(X1, X5]=%,, Lx1,x4]—x5, [x1,x5]-x6, [x,,x,]=fx,
gqui sont ceux d'une algébre scindée (<X3> est facteur direct).

Ainsi, toute algébre de type (3/3,2,1/...) non scindée est isomorphe

a 0&2’9, 642110 ou c4g’11, gui sont deux a deux non isomorphes.
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[ . 1
12)  Une algépbre de type (3/3,2/...) satisfait a (DZ) - (J2)

f

. . . e tTey_ .
avec d,=g.=1,=0, donc aussi h.=h,=0, mais rang 5 '5}=2, so1i1t
o] [¢] C D 6 c
6 6

[, x51=bcXgtb X X, J=coXgre X,

- _ 575 ¢ - 5 7676
LX1,X2JZX4 ) ) ) (c5f6¢15c6)
[X5, Xg megXote X, (X, X, 1=feXo+f X,
Posant xs—f5x5+f6xé et Xé 5X5+c6>«6, on se ramene au cas ou c6=f5=1

et c5=f6

ment XB:XS—QSX4 donne

=C, avec de nouveaux scalaires bS’bé’eS’eé; puis Le change-

Lx1,x2]=x4, [x1,x3]:ax5+bxé, [x,,x1=cx,, [xq %, 1=Xe,
(X5, X, ] =X

]
Soit oW: b o une telle algébre (a,b,c € R). On peut supposer a,b,c
7’ 7

non tous trois nuls (car <X3> est facteur direct de 0& ,0, O et

00/ b e est de type (3/3,2/2,4). Donc tout changement de base
Y d 4

. 6
X. = ¥ a,.X, (i=1,...,6)
i =1 ij7]
transformant les crochets de U4F en ceux de o@f' ' ' doit
a,b,c a,b,c
conserver les idéaux caractéristigues <X5,X6>, <X 5’X6> et

<X3’X4’XS’X6>’ donc veérifier

aij:O pour 1=3,j<3; i=4,j<&; i=5 ou 6,j<5.
On obtient les retations

a,.=a,.a,, tala )

45992324 118237313921

Y+c(a

®44-911%227%129 2

+b(a

34679113247 %14%21 118237813921 1223237313222

B657312% 4 346731194  %567921%44  ¥557322%44

c a652322334+aaz1a33 C By gTayq33,%ba5 853%Ca, 5854

1} 1 1
a ass+b 35789583, %33 0855 @ ag, b a A, a5, %03, 855405353
(a (a )#0

113227312321 73333,, 2553447254245

Posant 310, aﬂ2=8, 3337V, 845X, 235,7Y, et aB-xy=§, il vient



= =245 a =8 =38y a =&
a,y §, 855 8BS, 8g4=00, A5 TOYy g

(d'ou la condition afyS#0) et de plus a7 s PSR et

N - =g~ 28 8 =xa.
fOXC Bazé—a\y 28a +dxb =x 54+acw
1) (2)
t ] ¥
téac -y334=byy+:ﬁy Sya +udb =ua34+bay+cyx

Les systémes (1) et (2) sont de Cramer aux inconnues ¢ et &z,.., et

) ]
& et b respectivement, et les scluticns s'en écrivent :

Y ] \] 2 R 2
a,,= —= (bxy+cBx-aay) ¢ = - —= (ay -bgy-cB7)
34 8 62
' o 2 2 ! Y -
a = = ~= (cy *TDux—auw ) b = —= (bxy+2cpx-2aay+buf)
Z .2
& §
~ 2
. . 12 Vo P ! .. .
On en tire la relation b “+4a ¢ =(b +bac) —=, qui implique gque l'on
3!

a trois cas possibles, deux & deux non isomorpches

: . 2 ! ! ..
E2AY Si b +4&ac>0, on peut snnuler & et ¢ en choisissent convenar

e

blement x et y, et méme, puisqu'on a deux choix distincts pour L'une
au moins de ces deux variebles (dés gue a#0 cu c#0; sinon c'est
. . o r /"
trivial), on peut le faire de fagon que xysdp. Donc o& c:o/ -
a,b,c 0,b,¢C

'f‘

dans ce casg, avec b#0. Mais va . Of: V¢D 10 dés aque b#0, comme on
s 4 )

Le voit en posant X.= lX
3 b

5
. [ . .
RB2i5) Si b+4ac=0, 2 2t ¢ ne scnt pas tcus deux nuls (sinon b=0 aussi,

et L'algébre est scindée).

: ! b2 .
- si a#0, on peut annuler ¢ en posant x=0 et y=33 , d'ou
] . 2 ]
a a . n . .
a = _Ji_ =-%§. et b =C. Pour a=1, f=y=a, il s'ensuit que
12 2
] .

/ s ¥ ;J_ ~=0
(’"/‘a,b,c"‘ A o g (a#0, bTrhac=0).

! b

. ¢! .

- si ¢#0, on peut annuler 2 en posant x= - e et y=0, d'od
[

' CT’,’:‘Z cY ' .
c = 5 = ;E, et b =C. Pour £=1 et w=y=c, il s'ensuit que

~ 2 A
Uva,b,cfszvb,o . C(c#0, b +bac=0).

ra
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- par suite ¢4q 0.0 g:UV; 0.1 puisque les deux sont isomorphes par
’ 7’ ’ V4

exemple & oﬂf

1,2,-1°

oo

1 ] t
2c) Si b2+4ac<0,on ne peut annuler ni a ni ¢ , mais le choix

a= % V —(b2+4ac), B=a, y=-a, x=0, y= % par exemple, donne
1 ]
a'=—1, b =0, ¢ =1. Donc UV; b ng (b +4ac<0)
’ I'

En conclusion, toute algébre de type (3/3,2/...) est isomorphe
C . ‘ r
a L'une des trois algeéebres 075’1'0, 0‘1 0,0 ou 0421’0’1, non

isomorphes entre elles sur R (les deux extrémes étant isomorphes sur

£, d'aprés ia discussion mémé. En échangeant X5 et X6 dans la

premiére, et en changeant X. en -X. dans la troisiéme, on obtient
AN, A,
les crochets des algébres 6,127 6,13 et 6,14 de lLla Lliste

toute algébre de type (3/3,2/...) est isomorphe a 0&2 127 OV; 13

ou ¢ 6. 147 qui sont deux & deux non isomorphes.

I
3) Une atgébre de type (3/3,1/...) satisfait & (D 2) avec

=f5=h5=0, h6=b596—e5d6, b5 et eg non tous trois nuls, et

cé,fé,hé,dé,gé,i6 non tous nuls.

Comme X1 et X2 jouent des rdles symétriques dans ces relations, on
] 1

peut supposer b5¢0, et posant X2=b5X2-e5X1, x4=b5x4, X5=bSXS+b6X6,

se ramener au cas b5=1, bé=e5=0. Soit

[xyoxo]=x,  [xg.x,J=cx, [Xg,Xs]=dX,
(Dq) [X1,X31=X5 [XZ,X4]=fX6 [XZ,XS]=gX6 (c,{,?,d,i non tous
nuts
[xz,x3]=ex6 [xs,x4]=gx6 [x3,x5]=1x

Notons que dim tﬁo”n=3—rang (c f g), et que 0¢ﬁest donc de type
d g i

(3/3,1/1,3) ou (3/3,1/2,4), d'ol deux cas, non isomorphes

B3a) Si o est de type (3/3,1/1,3) on a (Dq) avec rang (c f g) =2.
d g i
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D'abord on peut toujours se ramener au cas e=0 :

! e ' ec
- c'est clair si f#0 ou g#0, en posant X3=X3 - ?X4 et XS—X5 - frxé,
' e 'y - &d
ou X3—X3 - EXS et XS—X5 gX6 selon Lle cas.
- s f=g=0, on a i#0 et c#0 puisque rang (c 0 O)=2, et le changeme-~z
d 0 1
'y - 4 ' e ' de T :
de base X1—X1 1.X3, X2—X2+ ixs, X4—X4+ 3 X6 fait L'affaire.

Remarquons ensuite que, l'échange simultané de X2 et X3 et de

X4 et X5 conservant tout le systéme, on peut supposer, puisque
. . . .2
rang (c f gj =2, ou b1enque f1¢92, ou bien que fi=g et cg#df.
d g i

D'ou les deux cas

B3al) si fi#gz, il existe X et u tels que c=Af+ug et d=Agtui.

)
Posanr alors X1=X1 - AXZ - uXS, on se raméne au cas c=d=0, soit :
) 3 _
Xy X51=X, Ko %, J=tX, [x,,xs]=gx, ;
(fi#g ).
T= = =1
(X, x50 =X [x5.x,]=9%, [x5,x5]=ix,

Soit M = (a 6) une matrice inversible. En posant
Y (S
L t ] L]
X2=aX2+BX3, X3=YX2+5X3, X4=ax4+8XS, X5=YX4+6XS il vient lLles mémes

] ] 1
relations, mais avec des scalaires f ,g3 ,1 tels que

(f: ?:)= M (“ 9) M
g 1 gi

. . R . +
et on peut donc se ramener ainsi au cas ou g=0, f=1 et i= -1.
On obtient les deux algébres (isomorphes sur €) Owr et o‘
6,15 6,1¢
de la Lliste.

B332) si fi=92, mais cg#df, f et g ne sont pas tous deux nuls, dor:

-

] !
il existe A tel que g=Af et i=Ag. Posant X3=X3 - AXZ et X5=X5 - Ax ,
on se rameéne au cas g=i=0. Soit

Dooxol=x,  Dgaxgl=xs  [xg.xd=exg [xp,xJ=tx,  [xg,Xg]=td=xedx,
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df-cg # 0, donc d-ic #0 et f # 0. Posant

avec fT(d-Ac) = df-cAf =
" 1 . . 1 . . 1 .
§x1:Tx1—cx2 X, =(d=1e)X, X4 =(d=he) Xy
-t 1_’ o ) t ) . 1‘_2 2
x4~T(O‘AL)K4 XS—T(G—AC)XS Xé—f (d-Ac) Xé

A
on obtient les crochets ce l'algebre cﬂg 17 de la Lliste.
I'd

la discussion du cas (B3a), il reste & montrer

Pour acnever
[V 1 g 1 . ‘ .
que ol p e, . et u/i sont decux & deux non isomorphes (elles
6,15 6,10 6,17
. \ - o . ]
sont toutes les trois de type (3/3,1/1,3).). Notons uf

Cldlffgl]

une algébre dont les crochets sont donnés par (Dq) avec e=0. Un

. L]
isomorphisme de U/ﬂ o .osur Qﬁr'.' vt 1Y doit conserver
¢,d,7,6,1 c,d,f,6,1

2 i) 2 - ,
& o#ﬂ: <X.,> et t Lwn = <X, ,X.,%,>, donc étre de la forme
1 o P 4 ) 6

avec afJ:O pour jg3, i24, et 664286520'

On a dans tous les cas les relaticns

4219327922939 809933795383
844°911%227912%21
(%%) _
8547391932791 283
Les deux premieres impliguent rang (821 a55 853

3,5781918237913%2
5573949337 313%34
)5;1, & moins que
339 832 933

=0. Mais les quatre autres entrainent

3317921

0 # a ).

. _.2 -
4435573,535,7311¢(3,533378533%;
Donc a21=a31=0, autrement dit L'idéal <X2,X3,X4,X5,X6> est aussi
conserveé,

Les autres relations s'écrivent alors

]
c aéé=ca11a44+da

]
d a

11345%faqpa, 790 8, 5% 5a5,0%13,33, 5

tda jagg*tfa ag,+9(a,a55%a03a5,0%18433465

+g(a

66 211954

[}
fage=fassa,, 223457833, 18,33,

(*%x%x) ! _ .
g aéé-fa Y+ia

2235,%9(a 5a55%a,525, 232855

T

9 age=fag,a,,*alagya, g%ag52a,, ) 18533,
L

1 agg=fagyag talagyaggragqag, Itiagqagg



et

tila,zag573,53373)

8547

0=fla,,az,7a,,a3,)%9(a,5354"

23 -

8,ca3,ta 385,785, 837)

Posons Vj=(aj2) pour j=1,2,3 et Vk:(ak4> pour k=4,5.

a3 aks
1 ] ] ] [ ]
- Si c=g=d=c =g=d=0, f=i=f =1, i =-1 le systéme (**x*x) s'écrit
OSVg oV ZV, sV mVyeVg=VoeVy et a, SVoeV ==VgeVg

Comme aééio, ceci implique V1=(

O), et (*x) donne alors
0

2 2
= ! ) | €= . = =- . = -
et VS—a11V3, d'ou a11|V2| =V, Vy=agg="Vz* Vs a11[V3| ’

Vi=3q1Y2
. 18
t ab de. D .
ce qui est absurde onc 0V2’15 Qé 0‘6,16
1 [} 1 1 ]
- S§i c=g=d=¢=g=1=0, f=i=f=d=1, il vient dans (x*%)
0:\/10V4:V4.V3:V31V5:V5-V2 et a06:V1lV5:V20V4,
et aééiO implique V3=(O), d'ou par (*%) VS=—a31V1=O-V1=(O)
0 /f ‘f 0
ce i est absurde. D r .
qu st absurde onc 6‘6,15 g& 6,17
§ ] 1 ] 1 1]
- 81 ¢c=g=d=c=g=1=0, f=f=d=1, i=-1, il vient en posant cette

S'V2 et a

#0, on en tire encore

méme: ‘”‘Q,w # °l'€,1?'

Finalement, toute algébre

66-"1"Vs™V;

1

4

V3=(O) et la conclusion est Lla
0

'
VooV =V, eV

de type (3/3,1/1,3) est

/‘

a O$2’15, 042,16 ou 646,1?’ deux a deux non isomorphes sur R
( OV; 152:0?2 16 SUr f, mais les deux autres preuves de non-isomor-

phisme valent sur €).

isomorphe
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B3b) Sicﬁrest de type (3/3,1/2,4) on a (Dq) et rang ﬁ f 9):1‘
g i

On peut donc trouver o et f non tous deux nuls tels que

ac+Rd=qf+Bg=ag+8i=0. En posant

1 1 L] L]
XZZBXZ_GXS' X3=aX2+BX3, X4=BX4-aXS, xs—ax4+5x5
on se raméne au cas d=g=i=0, soit
(XX 1=x,  Dxqax,l=cxg
[XZ,X4]=fX6 (c et f non tous deux nuls)
[Xq,Xg]=Xg  [X,,Xg]=eX,
Notons Qiﬁ une telle algébre. Tout isomorphisme de o4p sur
c,e,f c,e,f

Cic',e',f' est du type (%) du début du paragraphe, et la matrice(aij)
1

1 L] ]
est méme triangulaire puisque [XZ,X31=6 X6 impligue az1a33=0, donc

-

a21=0. Les autres relations s'écrivent

{844=a11322 ag55=8q4833 3,57 8ueTess BggTees
1 1
¢ agg=ca ,a,,*fagoa,, e e  meajjazgtfazsag, foag =fagoa,,
] | 1
- Si f#0, alors f #0 et on obtient f =1, eiz ¢ =0 en choisissant

convenablement 8¢r 34 et PPE
]

1
- Si f=0, alors ¢ et ¢ d'une part, e et e d'autre part sont
simultanément nuls, et dés que L'un est non nul, on peut se ramener

au cas oU il vaut 1 en choisissant convenablement 811’322’333 et 346"

- enfin remarquons que le cas c=f=0 est exclu par l'hypothése

dim szova=1. En résumé

n r ‘ ) -
Cbc,e,f c:c40,0'1 dés que f#0; CA/;,e,O c=qu,1lo dés que c#0 et
h - 3 ] )
ex0; Uvz,O,sz 1,0,0 dés que c#0; et il n'y a pas d'autre
isomorphisme entre les 00ﬂ (¢ et f non tous deux nuls).

c,e,f

Autrement dit : toute algébre de type (3/3,1/2,4) est isomorphe a

00;,18’ 042119 ou UV;’ZO, gui sont deux & deux non isomorphes. Et

toute algébre de type (3/3,1/...) est isomorphe & l'une des o&; j

(j=15,...,20), qui sont deux & deux non isomorphes.
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1. 1
BY) Une algébre de type (3/3/...) satisfait a (DZ)—(JZ) avec

C5:C6:f5:f6:h5:h6=d6:g6=16=O et bseé-—béeS#O

Posant X —b X-.tb X, et X6 e X +66X6, on obtient aussitdot les

5 7575 7676 575
crochets de l'algebre 09 de la Lliste
6,21

toute algébre de type (3/3/...) est isomorphe a 0&2'21. Toute

algébre dont la dérivée est de dimension 3 est donc isomorphe a

]
L'une des UVZ ; (j=9,...,21), qui sont deux a deux non isomorphes.

L.

]
C) Si dim uV‘=2, on a le systéme d'éguations (D)-(J), avec

ag=a,= bé—e4=0, soit

[ X5 ]=agksragXy, [Xq,%,]=coXste Xy [x, . Xg]=d X,
- 1 _ r - it —
[kqoxs)=bgxgrogx,  [6oux I=tsxsat X [xp xsl=agxs  [XpoXsl=ieX,

1= T=3
[X,,Xg]lmegXste X, [Xg, X, 1=hgXgth X, [Xz,Xsl=1 X

les relations de Jacobis'écrivant alors

{h d 6" Cs +b,:J6 0 fsdé-c596+asjé=0

6tes536™0 e5dg bgagtagig=0
X1,X2, 3 et X4 jouent dans ces relations des réles symétriques. Comr:
le noyau de adXg : <X,,X5,Xz,X,> ———€><X6> est de dimension 23, on

peut, par un changement sur les quatre premiers vecteurs, supposer

gue ce noyau est <X2,X3,X4>, autrement dit g6=i6=j6=0, et il vient
[x1,x2]=a5x5+aéx6 EX2,X3]=85X5+e6X6

(D) 4 [xg x3]=bgXsvbox,  [Xp, X I=foXgtf X, [Xq,Xs]=dgXe
[Xp X, J=coXgro Xy [X3,X, ]=hoXsrhoX,

avec les relations

(Jsg) hed=fod =egd, =0.

En particulier owpne peut étre que de type (2/2,1/...) ou (2/2/7...).



Cl) si est de type (2/2,1/...) on a dé#O et donc e5=f5=h5=0.
' 26 ' bé ot ¢ !
D'ou en posant X2=X2- 'd—é'XS, X3=X3- —chXS’ X4=X4- _JZXS’ xé—déxé.
J[X1,x2]=ax5 [XarX3)=eXg
[X1,X3]=bx5 [XZ,X4]=fX6 £X1’XS]:X6 (a,b,c non tous nuls)
1["1”%]:“5 [x3,><4]=h><é
Par symétrie en XZ’XB'xé' on peut supposer a#0, puis posant
' b ' c ! ' . .
XB-XB- gxz, X4—X4— gxz, XS—aXS, xé—axé, il vient

[y xpl=xs, DX xsl=xg, [xp xgl=exy, [ %, J=1Xg, Xy X Dohx,

- Si e=f=0, alors h#0 (sinon <x3,x4> est facteur direct)
)
- Si e et f ne sont pas tous deux nuls, en posant X3=fX3-eX4 et

L} | I— -—
X4=eX3+fX4, il vient (sur L on poserait X4=ex3+fx4)
- - r To¢a?@ - -
[x1,x2]-x5, [x1,x5]-x6, [x.,x,]=ce 5 [x5,%,]=Ce >

et de nouveau h#0 (sinon <X3> est facteur direct). En posant alors

2.2

+£2yx +£%)hX

1
XZ:X2— %XS, il vient
X, %, D=xc, [X.,xcl=x., [Xg,x,J=ce®+t%nx
1772 54 L017275-7767 3774 6
1 1
- Dans lLes deux cas, en posant X3=—;-X3 ou X5= ——E;LE——XS, on obtient

(e +f )h
les crochets de Ll'algeébre obg 5o de la Lliste.
’

Donc toute algébre de type (2/2,1/...) est isomorphe a O”Z 5o -

2) Si UV;st de type (2/2/...) on a (DS)—(JS) avec d6=0, soit

[x, X ]=a Xcta X %, ., X ]=e Xcte X

LR R2d785%57 %6 ¢ LR2s73d7€5%57 6%

(Dg) [Xq,X5]=bgXgtb X, D, X, =X o+f X
- 7=

[Xq X, 1=ceXste, X, Dxg %, T=hoxgrh X,

a, b

avec rang (35 bS Cg €5 fS hq) =2.
6 26 “6 6 6 "¢
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Si pour tout triplet i,j,k d'entiers pris parmi {1,2,3,4} Lle
systéme {EX{,Xj], [Xi,xk]} était de rang 1., tous les déterminants
extraits de la matrice de rang 2 ci-dessus seraient nuls, sauf

a h

5 Ng .Par symétrie, on peut

peut—-étre p ’ ou C5 €g

¢ €6

5 °5

3 he by T

supposer par exenple b5f6¢b6 5/ et il vient alors a5=a6=c5—c6—e5—

=h.=h_ =0.

6 "5 ¢
] )
Par Le changement de base )\5=bSXS+b6X6 et X6=f5X5+f6X6, on se raméns:

alors a
[xqx5]=xs, [x2 %1 =%
autrement dit N o= UV; [€5) Oﬁp, et L'algébre est scindée.

Par suite on peut supposer par exemple (par symétrie) que

) [} -
X5=[X1,X21 et X6=LX1,X3]sont Linéairement indépendants, et dans

cette nouvelle base il vient
[] 1
- i = r =
Dxgoxol=xg [xg,x J=exgre X [Xp,x T=fxs+f X

[x4,x51=%, [xz,x3]=ex5+e'x6 [x3,x4‘]=hx5+h'x6

1
En posant X4:X4'CX2—C X3 on se raméne au cas c=c =0, soit

X = —-]: '
, (X4, X5]=Xs 7 . [Xo, X, 1=tXo+f X,
(D6) EXZ'X3.&:6X5+G X6 - 7 '
[X1,X51=X, [xg,x, J=hxo+h x,
¥
Montrons d'abord qu'on peut se ramener au cas ou e=e =0

1 )
- Si ef -fe =a#0, en posant

X,=-fXg*eX,, Xc=aXg, X, =aXg

1 ! ] 1
X1=aX1+fX2, X3:f X3—e X4+ax1,

il vient
] - ]
[X1,x2]=x5, [X1,X3]=f X s [xz,x4]=x6, [(X5,x, ]=hxg+Ch =X,
L] 1 )
Si f #0, l'algébre est bien de la forme voulue (posant X6=f Xé).
]
Si f =0, L'échange de X1 et X2,
XS en -XS nous y raménent.

1
- Si ef =fe

de X3 et X4, et Lle changement de

1 v ]
, mais eh #he , Ll'échange des roles de XZ et X3 et de

X et X, nous raméne au cas préceédent.

5 6
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i t 1 ] [ ]
- Si ef =fe et en =he , mais e et e non tous deux nuls, alors

-
a

-

-

1 )
fn =nf et il existe a et R tels qgue f=ae, f =ce , h=fe, h =fe .

1
Posant X4:X4—cnx3

.
-2y

57 il vient

1 ”
. y - . - v — -— — + — Pl
. Si «#0, poser x1-x2, Xo=Xy, % X X2 u Xy X5 Xsg

nous raméne &
[xq xpl=x5, [Xq.%5

Si e était nul, poser X2:X2+eX3 éliminerait Lle premier crochet,

/‘)
et l'algébre serait isomorphe a 043 69002 (car e et o sont non nuls),
L} 1 ]
donc scindée. Donc e #0, et lLe changement X6=e X6~ex5 nous ameéne a

la forme cherchée.
. Si p#0, on se raméne au cas précédent par L'échange de X2 et X3
et de X

et X qui échange o et B.

5 6’
. Si a=5=0, l'algébre est scindée (<X4> est facteur direct).

Dans tous les cas, on est donc ramené au systéme
i3 - ] [}
(Dg) (X, X,]=%s, [x1,x3]=x6, [X,,x,] =X+t Xg » [XS,X4:[=hX5+h X g -

Si M= sa 8) est une matrice inversible, en posant
Yy §

) 1 ]
X2=aX2+8X3, X3=YX2+6X3, X5=aX5+BX6, X6=yxs+6X6,

1 1
il vient les mémes crochets avec des scalaires f1,f1,h1,h1 tels que

£t £ £
o en( )
hy hs h h

et L'on voit qu'on peut ainsi se ramener, dans (D6) & L'un des trois

cas

] ' '
f =h=0; h =f et h=-f #0; h =f, h=0, f =1

(sur €, le deuxiéme cas se raméne au premier).

@ dans le premier cas, on a [X1,X2]=XS, [X1,X3]=X6, [xz,x4]=fx5,

1 L] 1
[X3,X4]=h Xg 3 et le changement X4=X4+h X, nous raméne 3
= T= B =(f-h
(x4, %5]=Xc, (X ,x5]1=%,, [X5,%, ]=f=h X

L
Si f=h , Ll'algébre est scindée; sinon, posant



1 1 v ' 1 N 1 Y Lilvi 't'
9= e X X3=7Xge K =Xg¥ TR A sV IEn

[X1,X2]=X5, [X3,X4]=X6, et elle est encore scindée.

O dans le second cas, on a

X, %] =%, [Xg.%g]=Xg, [Xp X, J=fXo=hX,, [X5,%,]=hxg+fX,  (h#0)

' .
et en posant X4=- %X4~ %X1, on obtient les crochets de Ll'algeébre

A, ,; de la liste, qui est de type (2/2/2).
V4

Remarquons que jusqu'ici toutes les algébres de la liste

trouvées ( 042 j pour j=1,...,21) sont slrement non scindees
——————————— I'd

puisque de types différents des types des algébres scindées (voir
les listes du § []).

Si 0*2 53 était scindée, vu son type, elle serait isomorphe a
’

A @ -

: (x. ' L/{/‘
Or si une autre base X,l,...,X6 de 6,23 vérifiait

H 1 ¥ 1 ] 1
[x1,x2]=xS et [xs,x4]=x6,

6
)
posant Xi = I aij Xj pour i=1,...,6, on aurait les relations
i=1
(%) aij:O pour i=5,6 et j&4
et
1 ] ] 1
* % . = . = . = . = . = . = . = . =
( ) V1 W3 V1 W3 V2 WB V2 W3 V1 W4 V1 W4 V2 W4 V2 w4 0
%1 452 453
T a5y a4
ta. _Y-a,. ' |-a. . _
avec Vj— i3, wj- ji& |, wj- j11{, pour j=1,2,3,4.
25y a3 aj2

Or au vu de (%), le systéme {V1 Vo Vg V4} doit étre Libre, et si

] 1
F=<V1,V2>, (%) implique w3,w3,w4,w4 € F . Comme pour tout
1

1 1
i=1,2,3,4, ij_wj, Vj‘ij et wj_L wj, et qu'aucun vecteur vj,wj,wj
1 [ ]

R £ .
ne peut étre nul, on a F _<w3,w3> = <w4,w4>. Ponc V3 et V4 seraient

dans (F‘L)J' = F, ce qui est absurde.
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75 _ /Y ) .
(Notons que sur €, 012 235::00; &9uu3 puisque le second cas se
raméne alors au premier).
© dans le troisiéme cas, on a
D %a) =g, Dxgaxgl=xg,  DoguxJ=ixgerg, o [ x J=fX,

et posant X4=X4+fX1, on obtient les crochets de L'algebre cé§,24

de la liste, qui est aussi de type (2/2/2), mais gui n'est pas
scindée non pLus(ni sur R, ni sur @) car, par un raisonnement
analogue et avec les mémes notations gu'au cas précédent, on

obtient ici les relations

8557%11%227%12%21 2657231%427932%41
Crxx) a5478998537393321%312824,7314%22
36673313437833%,1%8323,47934%42
et 391 239 811 241 821 39 @21 %41
= = = =0.
d12 232 312 242 az2 232 822 242

Comme (a11 asq 834 a41) est de rang 2, les derniéres relations
812 %22 %32 %42

impligquent

- ou bien a31=a32=a41=a42=0, d'ou aés=a66=0 par (x%%)

- ou bien a11=a12=a21=a22=0, d'ou a55=a56=0 par (xx%x),

Or ces deux cas sont impossibles puisque 855866_356665¢O'

Erfin un isomorphisme de N sur o, ,, donnerait, toujours
6,23 6,24

avec les mémes notations, les relations

3g5=Vq W, BTV W=V, oW,
[} 1 1
age=VqtH, Ag6=Vq W=V W,
1 1} 1
0=V, *W, =V, W, =V, W=V, e Uz =Vg ol Vg el

1T 74 "1 "4 "2
1
Si E=<w4,w4>, on a dim E=2 puisque

0 ' vy
vV, ? ==>w4¢0, W, 70 et W, W,
Les relations ci-dessus impligueraient V1,V3 et V4€ E", ce qui est

absurde. (D'ailleurs ovr et o&ﬁ ne risquent pas d'étre isomor-
6,23 6,24

phes sur IR, puisqu'elles ne le sont pas sur €, L'une étant scindée

et L'autre non).



£n conclusion :

Toute algébre non scindée de type (2/2/...) est isomorphe a

0*;’23'0U‘ 6,24 gui ne sont pas jsomorphes. Toute algébre non

scindée dont la dérivée est de dimension 2 est isomorphe a 002 vy
L

04/2123 ou 002’24, qui sont deux a deux non isomorphes.

1
D) si din H <1, A est scindée. En effet, si L'on pose

I~

[xa,xj]=aijx6 (1€1,3i¢5), le vecteur xixi est dans Lle centre

i=1

decﬁfsi et seulement si la colonne (X1,...,k5) est dans le noyau de

la matrice (aij) . Or cette derniere étant antisymétrique
i,i=%,e.4.,5
de dimension impaire a un noyau non nul. Soit X#0 dans ce noyau.

Alors <X> est facteur direct. En particulier toute algébre dont la

dérivée est de dimension 1 est scindée, et:Toute algébre de Lie

nilpotente réelle de dimension 6 non scindée est isomorphe a L'une

des algebres oﬁg S (j=1,...,24) de la Lliste du § ]I, C, qui sont

deux a deux non isomorphes. Toute algébre de Lie nilpotente complexe

de dimension 6 non scindée est isomorphe & l'une des algebres Oy; ;

(1€jg24; j#7, 14, 16, 23) de cette liste, gui sont deux a deux non

isomorphes.




IV) | QUELQUES REMARQUES

1) Le défaut de commutativité des algebres oV; j (1£j<€24) vaut
I'd
toujours 2, sauf pour trois d'entre elles olu 1l vaut 1 ¢ ce sont
. . . .
042,5,542’20 et 0#2’21. En particulier, le centre de L'algébre
l .
enveloppante de U/; 57 dont le corps des fractions n'a gque deux
Fd

générateurs, est toujours une algebre de polyndmes, sauf peut-€tre

pour ces trois-la, pour lesquetles il a quatre générateurs (cftf.

§ II; (). On constate que c'est encore une algebre de polyndmes
dans Lle cas de 042’21, mais c'est faux pour les deux autres : on a
en effet, par exemple, les relations entre les générateurs cités au

§ II; C suivantes

2 3 3 2.2
- pour oﬁgls D (XE-2X,X ) (X3-3X, XX +3X5X ) =
N 2.2 3 003 ov2y2
(X, )" (3X Xg=6XgX5 BX X +18X5X, XX 9XZX )
» 2 2 2 2 2
pour wVZ 50 <x4x5—x3x6) - (X, 2x2x6>(x5> —x6(2x2xS 2x3x4x5+x3x6),

L

On en conclut que les seules algebres de Lie nilpotentes (réelles

ou complexes) de dimension K6 dont le centre de l'algébre enveloppan-

te n'est pas isomorphe & une algéebre de polyndmes sont

O&PS’ZI OV;,Z @bk, oVZIS, et OV;JZO' (pouroﬁg’z, voir [3]).

2) Une bonne partie du calcul de classification fait au § JII
vaut (ou peut s'adapter) sur tout corps de base k de caractéristique
différente de 2. Mais une autre partie du calcul s'appuie sur la
classification des formes bilinéaires symétriques sur k, et Le nombre
de classes d'algébres nﬁLpotentes de dimension 6 sur K dépend donc
essentiellement du nombre d'éléments de K "& un carré prés'; en

particulier ces deux nombres sont simultanément finis.




- 33 -

3) Au-dela de la dimension 6, il y a toujours une infinité de
classes d'algébres de Lie nilpotentes sur k, du moins dés que k est
infini, comme le montre Ll'exemple suivant, d'une famille "continue"

04& (M €K) d'algébres nilpotentes de dimension 7 "filiformes"

(cf. [121), deux & deux non isomorphes

[Xq, 5] =%z, [Xq,x3]1=X,, [x, %, ]=Xs
/\ - -
Ny S [Xgoxsl=xg,  [Xq.%d=%p,  [X,.X3]=Xs

[xz,x4]=x6, [xz,x5]=x-x7, [x3,x4]=<1-x>x7

1
On vérifie que 64ﬁ c:cﬁg';éyk = A , que dés gue A # 0,1, oV; est
de type (5,1/5,4,3,2,1/1,2,3,4,5), de défaut d=3 de poumon

€P<o¢&> = <X_>, et %?(ck&> =k {x,}.

7 4
ovg est du méme type, mais d=2, et ga(CAP) = <x2,...,x7> et

_ 2 3
%%<Jfo> =k {x;, xg-2x 5X7' x-5*§x6x7*45x“x6x7 3ax3x6x7+30x },
QX ADXXIXG 2SS 45 ’(/,\,-\J&/\XJX VImAAX, X G
Ay est de type (5/5,4,3,2,1/1,2,3,4,5), d=2, U= <xg,...,%p> et
_ 3 2 b 2 2,2 2
%?(CA”1> = K {x5, xg 3x5x6x7+3x4 S, Kg=hX X X 42X XoHAX X (X5
4x3x;}

On remarque que les centres cdes algébres enveloppantes de oVB et

00: ne sont pas isomorphes & des algébres de polyndmes.
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