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CALCUL DES INVARTANTS

ALGEBRI QUES ET RAT I ONNELS

D' UNE MATRICE NILPOTENTE

André Cerezo

(Conférence au Séminai re "Groupes et  A1gèbres de L ie")

Y OecenDre lca /

I) INTRODUCTION

La représentat lon l r réduct ib le  de d imenston d+1 de SL(2,k)  (k

corps commutat l f  de caractér ls t lque nul le  )  se-réal lse dans

l 'espace V des " formes b inal res de desré d"  f ' "  vd- t r ' l  - . - -  "
d - r ' r n Y P a r l a c -

ilo
t i o n  n a t u n e l l e  d e  S L ( 2 , k )  s u r  ( X , Y ) e k 2 .  L e s  p o l y n ô m e s  d e  ( x o , . . , x o )

Invar iants par  cet te act ion forment  I 'a lgèbre des " invar lants des

f o r n e s  b l n a l r e s "  ;  l e s  p o l y n ô n e s  d e  ( x o , . . . , * o i X , Y )  i n v a r l a n t s

par  I 'act ion de SL(2,k)  sur  V xkz fornent  I 'a lsèbre des "cova-

r lants des fornes b lnal res" .  On sal t  depuis  Ie  XIX" s ièc le que ces

a l g è b r e s  s o n t  d e  t y p e  f l n l  ( G o r d a n ,  H i l b e r t , . . . ) ,  e t  o n  p e u t  g é n é -

ra l lser  en rernplaçant  Vo par  une représentat ion de d lnension f ln te
p

quelconque,  donc de la  forne @ V,  .  On obt . ient  a ins l  les a lgè-
t = l  

- J

bres d ' lnvar iants ou de covar lants "s imul tanés"  de p lus leurs for -

mes b lnal res,  de degré d l ,  .  .  .  ,  dp.

Notant  K[V]c I 'a lgèbre des lnvar iants de I 'act ion de c dans

KlVl  et  N le  sous-groupe unipot .ent  naximal  de SL(2,k)  engendré par

f  o  o  
' l  

, , , , ,  ,  2 , s l ( z , k )  . . , . .  , N  ,
I  r  o  I ,  o n  a  u n  t s o m o r p h t s m e  d e  K I  v d x k  I  s r l r  K l v d l  ( d o n n é

par X F-+ 0)  qui  permet  d ' ident i f ier  les lnvar iants a lgèbr lques

d ' u n e  r n a t r l c e  n i l p o t e n t e  q u e l c o n q u e  à  c e r t a i n s  c o v r r r i a n t s  d e s

formes b inal res ;  en pa.r t lcu l ier '  1e\ r |  a Igèb,r 'e  esL de type f in l  .

S o u s  c e t t e  f o r m e ,  1 e  r é s u l L a t  J ' e m o n t . e  s c m b l e - t - i 1  à  R o b e r t s  ( 1 8 6 1 ) .
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Aujourd 'hul  ,  ce n 'est  p lus qu 'un cas t rès par t lcu l ier  de résul ta ts

.écents comne le théorème de Crosshans [7], sur les tnvarlants de

cer ta lns sous-groupes de groupes réduct l fs ,  que I 'on sal t  re l len

aux Invarlants du gnoupe réductlf, auxquels on peut alors appll-

quer le théorème de finitude de Nagata.

Les lnvar lants et  covar iants des formes b inai res sont  Ie

pr lnctpal  obJet  de la  " théor ie  c lass ique des lnvar lants"  du XIX"

s lèc le,  e t  leur  descr lp t ion est  à peu près conpléte Jusqu'à d=8,

et  pour  les covar lants s lnul tanés des deux fornes jusqu'à dr=d"=S.

l'îal s en falt, dès que d>6, ou dr>4, on tombe sur des algèbres dont

la  "présentat ion f ln le"  est  d 'une compl lcat lon ext rême,  et  a  été

peu calcu lée.  Blen que la  sér ie  de Poincaré d 'une te l le  a lgèbre

sol t  en pnlnc lpe connue (par  exenple t21) ,  f l  n 'ex ls te de "système

de paramètres" multihonogènes que dans un nonbre fini très res-

t r e i n t  d e  c a s  (  [  1 ]  ) .

Récenment 1e calcul effectlf de ces algèbr.es par générateurs

e t  r e l a t i o n s  a  s o u l e v é  I ' t n t . é r ê t  d e  m é c a n i c l e n s  ( c f .  [ 6 ] ) ,  q u l

s 'en servent  pour  rnet t re sous forne rédui te  les haml l ton iens de

certalns systèmes dynamlques.

On décr l t  lc l  un procédé de calcu l  en t ro is  étapes,  sous le

polnt  de vue "K[V]n" .  Les dénonstrat lons sont  indépendantes de la

théor le  c lass lque,  comme des pro longements récents,  e t  centa lns

résul ta ts  senblent  nouveaux (prop.  3,  prop.  6) .

Au pâragraphe I I  on pro lon8e I 'act lon d 'une natr ice n l lpo-

tente en une représentat ion de s l (2,k)  pôur  en dédui re la  surJec-

t l v l t é  d e  c e r t a i n e s  r e s t r i c t i o n s  ( p r o p .  2 )

La premlère étape du calcu l  est  la  construct ion d 'une base du

c o r p s  d e s  f r a c t l o n s  r a t l o n n e l l e s  i n v a r i a n t e s ,  e t  c ' e s t  I ' o b . j e t  d u

p a n a g r a p h e  l l t  I p r o p .  3 ) .
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Au paragraphe IV on décrit une façon unlque d'écrir-e un lnva-

r lant  dans un local isé (prop.  4)  qul  fourn l t  le  pr inc ipal  out i l  de

c a l c u l .

La deuxlème étape consls te à ca lcu ler  assez d ' invar iants pour

"séparer  les orb l tes séparables "  e t  déf in l r  le  n i lcône.  Ceci

fa l t  I 'obJet  du paragraphe V,  ou I 'on décr i i  la  s t rat i f lcat ion

canonlque de I 'act lon (prop.  6) .  On obt lent  a lns l  un "quot lent  ap-

proché" qul  est  une var lé té quasl  a f f ine déJà p longée.

Enf tn I 'a lgèbre conplète d ' lnvar lants est  obtenue à par t l r  de

1à par  un procédé de c loture ln tégra. Ie,  qu l  fourn i t  le  vra l

quot lent ,  normal lsé du précédent  :  c"est  Ia  dern ière étape,  décr l te

au paragraphe VI.

Tous les procédés dè calcu l  u t l l isés s 'expr lment  par  des

algor i thnes mécanlsables,  au molns en pr inc lpe,  nêne le  dern ler ,

et  ont  été testés en Det l te  d inenslon.
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II LA REPRESETiITATIoN DE sl(2,k) ASSOCIEE

Sol t  M une matr ice n i lpôtente nxn à coef f ic ients dans un

conps k comnutat l f  de caractér ls t lque nul le .

N o t o n s  x  =  ( * o , . . . , x q ) ,  a v e c  x .  =  ( x . , r , . . . , * " , r ,  )  l e s  c o o r d o n -

nées d'un vecteur de Kn dans une basê où t" rn.iat"u M est sous la

forme de Jordan

f  u  ( o ) ' l  I  o  ( o ) l
l o \  |  |  r \ .  I

M  =  
|  

' \ \  
|  

" ù  M r  =  
|  

' . . ' . .  
I  

e s t  d e  d l m e n s l o n

I  to l  '  M_ J  t (o )  
\ r  \o  

)  
n r .

t q

a v e c  O < r J q ,  n o  +  . .  + . o  =  t ,  e t  |  =  { e x p t  M  I  t € k } .

L 'a lgèbre f  des lnvâr iants a lgèbr lques ( resp.  le  corps X des

lnvar lants rat lonrre ls)  de M est  a lôrs 1e noyau dans K[x]  ( resp.

dans K(x))  du chanp de ver teurs

-  + f  +  I  r  _ _ ô _ t' =  
À . -  L  à . . , . - '  

u " , "  
. J  lon  

no te  ôn ,s  , * , ,=  J

€ = 1

et, n
.s r. l  ' l

k  =  )  I  )  f = - r l "  |  { q u ' " n  a p p e l l e r a  " m a s s e "  d u  m o n ô m e )
L -  l L '  ' ' " 1
. = o  !  Ê = 2

q r 
t" 

û .r

Sl on assocte au monôme n I  n  x" ' -= |  Ies (q+Z) ent lers
r = O  L  s = l

\-.
)  c t  pour  O-Ér=q (degré parL le l  en x )' r  

1 -

on obtlent une [,iq*2-graduat lon de K[xJ = p,.,, par

p . . =  o  p l o l ' u
( n )  

(  p ) e D r q * l  
' ( n )

kÉhl

o ù  ( n )  =  ( n o , . . . . n , , ) ,  ( p )  . .  ( p , , , . . . , p 0 )  e L  e l : i ' "  e s t  1 e

sous-espace des  po lynômes homogôncs  de  "< legr 'é "  (p )  e t  de  masse k .
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comme nplpf 'k c

g n a d u é e : . t ( n )

D ( p ) , k - l"  ( n )

=  e  t ( P )  ' k
( n )

l ' a l g è b r e  f  =

, "".. r lel 
'n

est aussl 0{q*2 -

^  D ( p ) , k( n )  ' ( n )

(  n )

Posons

M ' =r

pul s

M ' =

0 n  a  [ T ,  M '

formul es

H =

| --t

l o ( n " - l )  
( 0 )  

I
I  o <(nr-<) |
l \ \ l

I  o ç r n . - ç )  I  ' r " =
l \ \ l
|  

( 0 )  o t n . - t )  |
L  o _ l

"à.. (o) It . .  
I  

t t  r =
( 0 ) ' M '  I

(
I

I

n  - 1

n - 3

n

( o )

+ 1 - 2 s

- n  + 1( o )

=  2 M ' ,  t T , M l  =  -  2 r 4 ,  t M ' , M l  =

f T 
'!

|  
' o . .  ( 0 )  

|
l '.. 1
I  t o l  ' r  I

T, s I  b ien que les

' [ â - ? ] = ' , ' [ î  3 ] = " ,  " [ 3  â ] = " '
se pro longent  en une représentat ion p = pt^ t  de st (2,k)  dans Kt ,

sonne d l recte des représentat lons l r réduct lb les de d imenslons

n o , . . . , n q .  L ' a c t l o n  q u l  s ' e n  d é d u l t  d e  s l ( Z , k )  d a n s  p , , . l ,  a d m e t

pour  générateurs ln f in l tés imaux correspondant  à M,M,,  e t  T les

champs de vecteurs D,D' ,  e t  H,  avec

é  r t s '  lo' = 
à" L L, =t.'-='"''".' a"'" 

J 
"t

Ë" I L '"..'-'='*.," u"," ]
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c o m n e  D ' ! ( p ) ' k  c  D ( p ) ' k + l  e t  H ,  =  ( r n - 2 k ) . l d' ( n )  ( n I  
l n ( p ) , k  n ( p ) , k
l r ( n )  " t " )

q

a v e c  m = m ( n , p ) =  )  ( n _ 1 ) p ,
t-

p lol  = e Dlol  ' *  est  un s I  (  2,  k )  -sous-nodul e de D. de dlmenslon' ( n )  
r e ! , I  

' ( ^ )  ' ( n )

f l n l e ,  d o n c  s u r  l e q u e l  I ' a c t l o n  d e  s l ( 2 , k )  s ' i n t è g r e  e n  u n e

a c t l o n  d e  s l ( z , k ) ,  q u l  n ' e s t  a u t r e  q u e  I ' a c t l o n  c l a s s l q u e  " s l n u l -

t a n é e "  s u r  q + l  f o r n e s  b l n a l r e s  d e  d e g r é s  n o - l , . . . , n q - l .

D 'après la  théor le  c lass lque des représentat lons de sf (2,k) ,

(c f .  par  exemple t4 l ,  Th.  1.8.4) ,  c t raqu"  p jp l  se décompose en som-' ( n )

ne d l recte de sous-modules i r réducLlb les EJ,  te ls  que,  s l  E est

I 'un d 'entre eux de d lnenslon l+1,  on a sur  une base convenable

D e  =  e  D ' e  = . i ( 1 + 1 - . 1 ) e  H e  =  ( l - 2 . 1 ) e
J  J + l  J  

-  -  
J - l  )  

-  
J

L a  d e r n l è r e  r e l â t l o n  i m p l i q u e  (  i d e n t i t é  d ' Ë u l e r )  q u e

m+l( p ) ,  _ - : -  - J

e  e  D  
"  

e L  c ' ê q f  l J i r ' ê  . r r ê  [ i  ê q t  u n o  S o m m e  d e  d r o l t e s- j  -  ' r n t

.  ^ ( p ) . kpr ises  dans  chaque p  "  - -  
,  k  parcouran l  un  in le r -va l le  dc  Z  de'  (  n )

longueur  1+1 et  centré =ur  l -mtn,p)  ;  sur  chacune de ces dro i tes,z '

D et  D '  sont  de rang naxinal  ,  1ou 0.  11 s 'ensul t  en sônmi lnt  sur

tous les E l 'énoncé suivant  :
J

pos l t ion_ l  :  a )  D:  p l : ]  ' -  - - ,  p l : i ' - - t  es t  surJec t i f  rour  k= ] ,

lnJect  l f  nour  t>]

b)  D ' ,p le i ' k  - "  e l : l  ' - .  es t  in iec t i f  nour  t< ]  ,  surJec t i f  pour

n'i

c )  H  :  p ( p ) ' *  -  r  , t o t  ' u  e s t  I ' h o m o t h é t  i e  d e  r i : l p p o r t -  m - 2 k .' ( n )  ' i n l

l-_



Déf ln lssons des appl . lcat lons l lnéaines sur ject ives

o ,  D1o) ' *  )  D(p) 'k-pr  Dâr  r t  =  -E o o
r  '  ( n O , . . . , n q )  ( n O , , . . , n r - l , . . . , n q ) '

où p.  est  la  rest r lc t lon à I 'hyperp lan {x" , r=O} ,  e t  Tr  la  subs-

t l tu t ion de x. ,J- r  à  xr ,J  (2sJsnr  ;  pr  conserve la  masse,  Tr  la

d ln lnue de o ) .

Coro l la l re  1 :  a)

Preuve :

d i n  . e ( p ) ' k  =
(  n )

b)  d lm r :e i  =  sup d ln  ? l :1 , -  =  d i '  p(o) ' t ï

d ln  p le l ' k  -  d t rn  p l : i ' * '  s I  o< t= )

O slnon

( p ) , k - p

d a n s  f .  . ,  e t  y
( n  , . . . , n  - 1 ,  - . . , n  ) '

u r q

:  .  . : x  , .  , , x  )  e  z ( P ) ' k
î ' 2  q  ( n )

avec

+ . . +  x

L e n n e  1  :  r r  v a  a e  r l e ) ' k . . . " ,

|  . o  
q

l es t  su rJec t l ve  pou r  k< f  (m-n  +1 ) .
l é

5 1  P  =  x r , l Q ( x o ; . .  ; x r ; . .  ; x o ) + R ( x o ; . .  ; x

o n a o = D P = * " , ,  
f o o  

*  u . , r o ]  *  r . ^ ,

D

d '  o ù

^ ' to  I 'r r n  ,

' l r
ô  l + l x  A

E , n  I  I  r , 2  r , 3

o l
. , "  - 2 " r , "  - r  I

O = D R = T

e t  d o n c  z . ( R )  =  r " .  p . ( P )

ç [ "  â  + . . +
L !  L  a , r  s , 2

f ["=,,u",,. '. "
s*r

| . *  a  + . . +  x
L  r , 1  r , ?

I
â  l +

s , n  - 1  s , n  I

o  z  ( R J

o

L



Réclproquernent  s l  l 'on par t  de s a f to ' 'n-o '
t n o , . . , n r - l , . .  , . o ,  

'  o t  t

.  ( p ^ ,  ,  , , p  - 1 , .  . , p  ) , k - t
a  "  z - ' ( s )  e  o  "  r  q

r , 2  ( n o , , . , n r , , , , n q )  , e t  p a r  l a  p r o p o s l t i o n  1 ,

( a ) ,  o n  p e u t  t r o u v e r  o  .  e : ] " ' ' p r - l "  
' p q ) ' k  

t e l  q u e
l n o , . . , n r , , . , n q )

DQ = -  a-  ^ .  r - t (s)  ,  cec i  dès que
1 , 2  r

l f - r
k  =  

à  |  
( n . - 1 ) p *  *  ( n . - 1 ) ( p " - 1 )  =  

;  
( m - n , . + l ) .

a* r

P o s a n t  a l o r s  P  =  x  . Q  *  t - t ( S )  ,  I I  v l e n t  r ( p ) = S ,  e t
f , l  r  r

D P = x  f o q * u  ̂. r - t t . 1 l  * n " . - l t s )
. , 1  L  1 , 2  r  j  "  î

'  l t  f*  .a  ̂ * . .**  .a I  .=  t r  
|  /  I  s , l  È , 2  s , n  - t  s
r - : ' = ' " " J

f * - .a-  - * . . . * -  -  ,  . l  l ,  =o,
L  r , 1  r , 2  r , n r - "  r , n " - 1 J  

I
s o l t  P  €  t ( P )  ' k(  n )

n m
Proposl t lon 2 :  Le produi t  comnutat .  i f  roo o. . .o  t ro(  est  surJect | f

( D , . k - n  D

d e  f ( P r ' k  s u r  I  
O O  q ' q

"  ' { r r o , . . , ' o )  ' { , ' o - ' o , . . , n * - m o )  
d è s  g u e  k  i  i n f } ( n - n " + l )

I ' l n f  p o r t a n t  s u r  l e s  r e { O , .  .  .  , q }  t e l s  q u e  m  > û .

Preuves :  Que les ?I r  commutent  est  c la l r .  L 'appl lcat lon considérée

est  le  pnodul t  des

m  ( p ) , k - n - p  - . . - m  p  ( p ) , k - m ^ p ^ - . . - m  p
r  

" , ! _  O - o  r - l  r - 1  _ ,  I  
o - O

r  ( o o - n o , . . , n " _ ,  - n . _ ,  r n "  r . . , n o )  ( n o - m o , . . , n " - m " , n " * r , . .  r n O )

a



pour tous les r tels que n- > O, et chacune est à son tour Ie

p.odult des
(  p ) , k -hopo - .  .  - n r -1p r -1 - (  l - 1  ) p r

n : t
r  ( n  - n  r . . r n  - D  , n  - l + l , n  , , . , n  )

O  O  r - 1  r - 1  r -  r + 1  q

(p) ,  k- I l |ôp^- .  .  -m-_,  p-_,  -Jp-

____r f ( n  - m  . . . . n  . n  - l . n  . . . . n  )
O  O  r - 1  r - 1  r ' ' r + 1 '  q

pour J  Ê 1, . . ,n  Or chacune de ces dennlères est  surJect lve,
l.

d'après le  lenme 1,  dès que

r - r  .  r : -  ' l
2 k-nopo- .  .  - rnr_,  pr_ l -  (  J -  1  )  p ,  =  

l )  t " " - r=-1)p, l . l  )  fn=-r  )n ,  l
I\  E = o  \  6 = r + 1

+  ( n . - J ) p "  -  ( n " - J + 1 )  +  1

f .1 I F'
s o l t  2 k  =  

l )  t n " - t  ) n * l  -  n " + 1  t  
)  

r . p "  +  ( J - l )  ( p " + 1 )  ,  e n
L "=-=o ) 7"

pant lcu l len dès que 2k :  n-n +1.

L



III) LE CORPS DES I NVARI ANTS RATI ONNELS

Supposons no

Z = x . v
o , t  '  ' z l

>- 2 et posons

J

z  \  ( - r ) ' x
L _  o ,  J + 1 - I

x +
o , 2  o ,  t + l

f n.,- 1
"o , .1*r* ,  

L t=J=;

sup
0=r<q

x
o ,  J + 1

-  (2J+l -21)x

)

X
o '  1 o,z t t2 - t  [ t= l=

J - l

1
L
I

n

= - x x
O , t + 1

( - 1 )
2  t + r

2 x xo , 2  o , 2 1 + r - 1
1 l
J

r , o
. Y

r , 1  '  " r , J

J + 1

_ \ -_ L
1 - 1

B = z . v
2 n  - l  1 . O

o

o n  a  + B  =  n - 1 ,  z e  f ( 1 ' o " ' o ) ' o X  e  f ( o , . . , 1 , . . , o ) , o
r " o  ( n )

I

Y
q , n  - 1

q

2)
.  r 1 r : o , .  . , o ) , 2 J  Y  €

I  n )  2 l + 1

.  t l l ; " "  ' o ' 1 ' o ' o ) ' J  ( J  >

e t  X  =  k  t B )

P r e u v e  :  L ' a p p l i c a t j o n  x  F g  r  { r -  ^ ,  B )  c s l
o , 2

dans  lu i -mêne,  son jacob ien  es t  de  la  fo rme

e n t l e r s .  E l 1 e  i n d r i i t  u n  i : r o m o n p h i s n r >  d o  k ( x )

sur Z ::
o , 2

p ( 3 , O , . .  , O ) , 2 J + 1
(  n )

1 )

Pfopos l t lon  3  :  Les  é léments  de  B sont  a lgébr lq r rement  lndépendants ,

blrat ionne I le de kn

lr
i r . t x  . l  â v e c  a . D

o ,  l

, q\ri transporte D

L-

t 0



E x e m p l e  :  S i  q = 1 ,  n ^ = 5 ,  n . = 4 ,  e n  é c r l v a n t  y .  a u  ] i e u  d e  x ^ ,  e t  x ,
I  v t )  t

au lleu O" *r,, , on obtlent comme base du corps des lnvarlants

rat lonnels  les hul t  po lynônes :

Z = v  e  E l t ' o l o  X  = * . f ( o ' t ) t- 1  5 , {  O  1  5 , 4

Y  = v 2 - z r u  e  t ( " ' o l z  x = x v  - x . ,  a r ( t ' t ) t
2  

- 2  " 1 - 3  
5 , {  1  1 - 2  2 ' 7  5 , 4

y = v3-3v v v  +3v2v € f (3 'o)3 X =x v -x  r ,  **  r ,  e I ( t ' t ) '
3  - 2  - 1 - 2 " 3  - 7 ' 4  5 , {  2  7 ' 3  2 - 2  3 - t  5 , 4

Y =v2 -zv v  +zv v et lz 'o)4 x  =x v  -x  v  +x v  -x  * ,  er ( t " ) '
4  - 3  - 2 -  {  - 1 - 5  5 , {  3  1 ' {  2 - 3  3 - 2  4 - 7  s , 4

Rernarques : 1) On peut vérifler que la base B ninlrnlse les degrés

d 'un système de générateurs de X:  1 l  y  en a q de degré 1,

f  n - l ]  f  n  I
|  +- |  '  r ' .*. .  + n_ - q de degré 2, et seuleme* | + |  

-  r  a.
l "  . l  '  q  .  -  

L  
- l

degré 3.

2) On ne suppose plus que no = sup nr, mals n.>2 ; sl

I ' o n  p o s e  d e  n ê n e ,  p o u r  1 <  3  =  
|  f n . - r l

J

Y  - -  x 2  + z  \  t - t I t  x  x  e  t ( o " ' 2 ' ' ' o t 2 l
r ' , z t  r , J + l  / _  r , J + l - l  r , r + 1 + l  ( n )

t  = 1

e t p o u r l s J = i " . - 1

^ , l
Y  = - x  x "  *  \  ( - 1 ) ) - ' x

r ' , 2 J + 1  r , 2  r , J + l  / _  r , l + 1

I  = O

z x  x  - ( z  + 1 - 2 1 ) x  x  €  r ( o "  ' 3 "  ' o ) 2 1 + r
1 , 2  f , 2 l + 1 - l  I  1 , 1  l  t z i + z ' l  ( n )

Z . Y  . . . Y  :  X  . X  . Y  v  ' Y  v  v  
: , . , Y q , r ,  _ r- " z " " n o - 1 " ' t , o " ' t . t " t , z " ' 1 , n r - 1 " ' " ' q , o " ' q , r " q , z  

q

est encore une base de X, et la preuve est analogue à celle de Ia

propos l t lon  3 .

l-_
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Enf ln I 'énoncé sulvant  est  une s inple appl icat lon de la  pro-

posl t ion 2 :

Coro l  la l re  2 :
n

( a )  ( n - 2 m - 1 ) < r  >  n - 1  + x û  ̂  e n ' ( 8 , , )  ( o < r < q )
r  n  r  r , O  r  ( n )

( b )  ( n  - 2 m  - 1 ) c t  +  ( n  - 2 m  - 3 ) s  :  n  - 1  +  X a  Y  e  z '  ( f  )
r  r  i  r  r  r , O  r , s  r  ( n )

( c )  ( n  - 2 n . - - 1 ) a  +  ( n  - 2 m  - 3 ) s  z  s u p ( n  , n  ) - 1  +
r  r  t  t  '  r '  t

x c y . o ' " o r , t t r r )
r , o  t , s  r  t  ( n )

(d)  (n. -2rn"-1)ct  + (  nr+nr-2nr-2m.-2s-2 )  > sup(n" ,n. ) -1 +

xa x e ,, " ,, t (z )
r , O  r , t , s  r  t  ( n )

a + 1

\-
a v e c  X  =  )  ( - t ) " ' x  x  €  t  

(  o  '  '  '  1  '  '  '  1  '  '  '  o  )  e
r , t , s  L -  r , l  t , s + z - l  ( n )

t*

l l



IV E)(PRESSI ON RATIONNELLE DES INVARIANTS ALCEBRI QLIES

Avec les notatlons du paragraphe précédent, posons encore

y l  = Z2l - "  ,  y ,  = z2t -2y X '  = z l - tx
2 1  2 t + 1  2 ) + 1  r , J  r , J

B'  =  z '  Y ; ' "  ' " , ,o - ,  t  x i  
,o '  

" ' x ,  
, ^ r - t  '  

" ;  xo ,o '  "  '  xo , "o - ,

B " = B ' - { z }

o n a n a l n t e n a n t  z €  t ( 1 , O , - , o l o  y ,  €  f ( J , O , - , o ) J
t n )  j  ( n )

x '  .  e  r j o l - ' o ' J ' o ' - ' o ) J  t13J<q ,  o= j sn  - t )
r , J  ( n )

P n o p o s l t t o n  4  : a )  k l B ' l  c  t ,  c  k ( Z ) [ B " ]
(  n '

b) Tout  éIérnent  ae . t le lk  s 'écr l t  de façon , . , . , i  qn.  zoo 
*  

p{B"  ) ,

où P est un pol]môme nul t thomogène de degré (k,p1 ,po) et

quaslhomogène de rnasse k, quand on donne à Y, et X',, la

rnasse J.

P n e u v e  :  L ' a p p l I c a t I o n  ( x o , z , . . , x o , . r o ; x 1 i . . ; x q )  A  , * o , r ,  B " )  e s t

u n  a u t o n o r p h i s n e  ( b l a I g é b r l q u e )  d e  k r [ * o , r , . . , x o , , , o i x r ; . . ; x o l ,

avec k l  = k  (xo, r )  ,  e t  Ê ' (D)  = *o, ,  -â*-  i  donc

t , " , .  n [ * o , . . . ' " J  n  k r ( 8 " )

t  n ' [ * o , ' "  '  ' x o , , ' o ; x t ;  "  ;  x o ]  n  k r ( 8 "  )

=  n r [ " " , r , t " ]  n  k r ( B " )  =  k 1 t B " ]

d ' o ù  l e  c a s ,  I a  p r e m i è r e  i n c l u s i o n  é t a n t  c l a l r e .  S i  R  €  t l e i k  ,  i t

s ' é c r l t  d o n c  R  =  Q ( Z ) - l  P ( B ' ) ,  o ù  P  e t  Q  s o n t  p r e m i e r s  e n t r e  e u x

et homogènes ; dcnc Q esl mononial et on peul supposer e = Zd avec

'  e r.r. Le monôme ;r = | 

"î' 
,lu,l fr | 

'n ' 
-:"1',.| (F,;a ,enl)

L  l - ,  r  
J  . - r  [  ' 1  o  " ]  

)  
t  r ' r

l-_



est  dê degré (k ,  p l ,

n  - 1
q

\-
P ) d .

/ -  r ' J
J  = 1

. , p  )  e t  d e  r n a s s e
q

n  - t
o
\-

e r  k =  )  J Ê i
I,
l = ,

p o u r l s r i q

n . - t  ' l

r - l
à'* ' ,  J

k, avec

q I._1, I
L

îorme ZL.

= k - p̂ o

Donc tous les monômes de p sont de la

Cotnme P et Q sont pnemlers, {, = O et a

p , avec t-d = po-k

Remarque : Le (b) donne le prlncipal outll de calcul prat lque

"degné par degré" d'un système de générateurs de f(n) : ayant

détermlné tous les générateurs nécessal res Jusqu'à un cer ta ln

d e g r é  ( p o , . . , p " - 1 , . . , p o ) ,  o n  c a l c u l e  l a  d i n e n s l o n  d u  s o u s - e s p a c e

de I ; - ;  gu ' l ls  engendrent ,  e t  on compare avec la  d imension de

f( ' ;donnée par  le  coro l la i re  1.  Les syzygles se l isent  aussl  le

p lus connodérnent  sur  les express lons (b) .  On obt lent  a lns i  un

algor l thne rapide de déternLnat ion des degrés et  masses (p) ,k  des

générateurs.  On peut  a lons les ca lcu ler  expl ic l tement ,  touJours en

cherchant  d 'abord leurs express ions rat ionnel les (b) .

f

1,4



E x e n p l e  :  P o u r  I . _  _ .  e t  e n  s u i v a n t  l e s  n o t a t i o n s  d u  ç I I I ,  o n( s , 4 )

t rouve que les générateurs de degré tota l  = 3 du I ,=,o,  "o. t ,

o u t r e  l e s  é I é m e n t  d e  ( B ) ,  2 ,  X o ,  y 2 ,  Y n ,  X r ,  X r ,  X " ,  e t  Y " ;

G = z,-2(x2-x2v -zx x z)
o 2 2  |  0 2  0 2

=  x  -  l x x
2  1 3

G = z-3 (Y2-y3 +3y Y 22\
3 0 6  3  2  2 4

.  3  2  ^  2  . ^- zvz 6vrv.vn + 6yzys + gyly; - 12yry3y"

G  =  z - 1  ( x Y - x Y )
2 1 3  0 3  7 2

, 2 ^= xr(V'-2V rVr) 
*  * , (3VrVn-VrV.)

G = z-2 (x Yz-x Y *x y zt
2 1 4  0 2  1 3  2 2

, 2 ^  2= x.(y--Zyry".)  + xz(3yrya-y2y] + xJ2y;-3y2y 4)

c = z-3(x Y Y -x Y2+x Y z+x Y z2-x Y z2l
2 1 5  O 2 3  7 2  2 3  ' t  4  3 2

, 2 ^  ,  . 2= xn (  v- -2v,v . )  * " . (  3v,  vo -vrv .  )  *xz(y ' -y  
ry  o-2y1ys)  

+x1 (  2y2ys-y3y4 )

G = z -2  (xzv  -x  Y  Y {x  xz -3xx7.2)
1 2 3  C 3  0 1 2  1 2  0 3

, 2 ^=  ( x - 2 x x ) y  +  ( 3 x x - x x ) v
2  |  3  - 2  1  4  2  3  - 7

G = z-3 (x2Y2+x x Y -2xzy +3xxy z-3x x zz+zxlzz)
1 2 4  0 2  0 1 3  t 2  0 2 2  1 3  Z

=  ( x 2 - 2 x  x  ) v  +  ( 3 x x - x x  ) v  +  ( 2 x 2 - 3 x  x  l v
2  |  3  - 3  1  4  2  3  - 2  3  ? , 4  - r

c' = z-t (xz,tz-xzy +zx x z-x2y z2-zx x 22 *x222 )
1 2 4  0 2  1 2  0 2  0 4  1 3  2

=  ( x z - Z *  x  ) v  +  2 x  [ x v - x y + x y - x V  )
3  2  4  - 1  |  4 - 2  3 - 3  2 - 4  t - 5

c = z-3(x3Y -X3+3X x x z-3x2x 22)
o 3 3  0 3  1  0 1 2  0 3

3 ^  ^ 2= x - - t x x x + . t x x
2  1 2  3  1 4

L*-
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V LA ST3ÂTI FI CATION CANONIQUE

Posons n'
r notons F le sous-espace de

n  + . . + n

k o  
q  

d '

l " -  I
l ; l  

p o u r o = r < q  e L

é q u a t t o n s  * o , , = . . . =  * o , r r à  = . . .
q , 1

, . , =  x  =  o
q

I
:  I ,  . r  c  k l x' " ' l r  L  "

est  I 'ensenble

. r r '  * r '  
" ' ' X

1 r
I

des

='" ; . - ' ]

. , q )  t e l sn € l u ,  .  . que n est

Preuve :  Sol t  p  € t (P) 'k
( n )

a
O . n ' + 1' o

X
O . n ' + 1- o

q . u
q , n ' + 1  q , n

x  9  . . . x  
q

q ,  n ' + 1  q , n
q q

non nul ,  e t

g.
O ,  n

o
. . ,  x ^

o

n
q f

l i -
. - \ t \K  =  )  |  )  ( s - l ) c (

L - I L _ r '
r = O  L  e = n ' + 1

un rnonôme qul flgure dans O n a p = q . + . . . + û e L
r ' n ' + l  r r n

r r

d ' o ù  p a r  l e  c o r o l l a i r e  1 ,  ( a )  :

^  F .  é  r é  Io s )  ( n - 1 ) p - z u =  J  |  )  ( n  + 1 - 2 s ) c r  IL  L  I  L  r  ' . ' " 1
r = O  r = O  \  É = n ' + 1  )

Comne n = 2n' ou 2n' + 1, on a n + 1 - Zs s O pour s>n'+l etr r a r

I ' lnegal l té  c l -dessus impl lque . . , "  = O dès que n"  est  pal r ,  où

d è s  q u e  n  e s t  i m p a i r  e l  s > n ' + 1 .- r

p .-  
l F '
t _

I

L" j

Avec les notat lons du $I I ,  on a pour

e x p t M ( x ^ ; . . . ; x  )  =  ( x ^ ( 1 . ) : . . . : x  [ t ) ) ,  a v e co q o q

t€k, exptM€f et

p o u r O s r < q

n  - 1

t "r
x  ( t )  =  l x  , x  + t x  . . . . x  + r x

r  L  r , 1  r , 2  r , 1
I

" ' 1  J

t t  l o n  5

o ù  { r r , . . , r r }

l rnpa I r.

1-

. , , ,  -1+-"* -G=Jt *
r r



On vé r l f i e  a l sémen t  l es  asse r t l ons  su i van tes  :  l es  o rb i t es  F  dans

, O o
s e  g r o u p e n t  e n  l e s  f a r n i l l e s  9 *  

. . . . . *  
(  l = r n " s n . . 6 = 1 < O ; .

O q

l ' o b l t e  O  d ' u n  p o i n t  x  =  ( x o ; . . . ; x o )  a p p a r t l e n t  à  9 r ^ , . . . , , n  = 1  . t
u q

s e u l e m e n t  s l  :  V r e { O , . " . q } ,  m  =  i n f { J l x  . + O }  ;  e l l e  e s t  d e
r  r ' l

dlnenslon I  sauf  s l  m = n pour  tout  r .

Supposons qu '11 ex ls te ro te l  que r .  a  r "  e t  chols lssons des
o o

constantes arbltraires

â  , . . . , â  - ;  a v e c a  * 0 { s l n s n - 1 )
f  r m  r , n  - 1

r a r

( * )  a , , n  ( s I  m  = n )  ( O j r = q )

b (03r=q,  r* r  )
r _ O

n  + . . . + n

et notons O.-.  la courbe algébr lque dans k o q 
d 'équat ions( . )

x = . . . . = x = o : x = a
r , 1  i . , i n  - 1  '  

r r û  r r m
r

r D  - 1  n - l

r t  ( Y  - )  =  a  - ; . . . ;  T r  ( Y  )  =  a  ( s l  r n  = n  - 2 )
r  r ' 2  r , m  + 1 -  r  r , n  - m  r , n  - 1  r  r

m  - 1
r  m  - 1

T  
-  o  T '  ( X  _ )  =  b  ( O s r s q  ;  r . * r  ;  m = n - 1 )

t O  r  r , l  r  '  O  r

Alors toute orb l te  de f  de d imension l  est  l 'une des courbes O,r , ,

e t  tout  cholx  (* )  de constantes déf ln t t .  une et  une seule orb l te  de

la faml l le  V Enf in  les autres orb i tes,  formânt
m^,  ,  m

u q

g ,  sont  des polnts .
O q

P r o p o s l t l o n  6  :  S u p p o s o n s  q u ' i l  e x i s ù e  r  e  { O , . . . , q }  t e l  q u e  n . ) 1 .

l " ^ . . . . . "
l l 'ouver t  U = k "  q-F 

est  la  réunion des orb i tes séparées par
I
I
l I ' anneau f  des  i  nver r  i  anLs .'  ( n )

L-
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Preuve ; U est la réunion de

appartenant aux fami I les t
*o'

cer ta ln r o

toutes les orb i  tes

te l  les que

(de  d inens ion  1)

t" = tt: Pour un
q

La descr lp t ion donnée c l -dessus de ces orb i tes,  Jo inte au coro l -

la l re  2,  montre qu 'on peut  t rouver  assez d 'é léments de t (n)  pour

séparer chaque orblte de U des autres et de F.

Que cel le  de F ne solent  pas séparables résul te  de la  proposi t lon

5 et  d 'une consldérat ion de d lmenslon,  sauf  dans Ie cas où tous

les nr  lnpal rs  va lent  1,  sauf  I 'un d 'eux,  so l t  nr . ,  qu l  vaut  3.

M a I s  d a n s  c e  c a s  , , " ,  =  * f . i , 2 ,  X " . 1 ,  . . , . " . r . |  " t  r . =  p o t n t =
L  1 '  z ' -  

- Ê ' - l

dont toutes les coordonnées sont nulles sauf *.r,, = t1 appart ien-

nent à deux orbltes différentes qui ne sont pas séparées pr" !(,r).

Remarque : On a toujours codln F : 2, sauf si tous les n

1,  sauf  I 'un d 'entre eux,  d lsons no,  qul  vaut  1,2,  ou 3.

autre cas . t .  s ' ldent l f le  donc à I 'anneau des fonct lons(  n )

ques ( régul ières)  sur  U invar lantes sous I 'act ion de f .

va lent

Dans tout

a lgèbr1-

D ' a p r è s  t s l ,  9 2 . 4 . 2 ,  I a  r e s t r l c t l o n  d e  I ' a c t l o n  d e  I -  à  I ' o u -

ver t  U admet un quot lent ,  c 'est  à  d l re qu '11 ex is te une var lé té

algébr ique quasl  a f f ine V, , l ,  e t  un morphisne surJect i f  e t  un lver-

se l lenent  ouver t  g  :  U - - - - l  V,n,  do. t  les f lbres sont  les orb l tes

de f  dans U,  et  te l  que les fonct ions a lgébr iques régul ières sur

Vtn)  s ' ident l f lent  par  g '  aux fonct lons a lgébr iques régul ières sur

U invar lantes pan f ,  c 'est  à  d i re aux polynônes de I 'anneau t (n) .

Comme la rest r ic t ion de I 'act lon de f  au sous-espace F se décr l t

d e  l a  n ê m e  f a ç o n ,  e n  r e m p l a ç a n L  ( n )  . -  ( n o . . . . , n o )  p a r

( n . , - n ' , . . . , n ^ - n ' ) ,  o n  p e u t  r e c o n m e n c ê r  e l  o n  o b t i e n L  q u e  l aq q

deuxlème st rat i f icât ion canonique au sens de Dixnier  et  Ralmaud

L.
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( t 5 1 ,  ç 2 )  e x l s t e ,  e t  s e  c o m p o s e  d e  l ( n )  +  1  s t r â t e s ,  o ù  I ( n )  e s t

déflnl par

z t ( " ) - t  <  = u p  n  <  2 l ( n )
a t

et  les l (n)  prenlères s t rates sont  des ouvents de la  forme U

cl-dessus par. une suite décrolssante de valeurs de (n), la

dern lère étant  le  sous-espace de d lnenslon e d 'éeuat ions x. , "=0

d è s q u e s < n

l--

1 S



Exenple : Dans I'exenpfe déjà étudlé aux paragraphes III et IV de

t , " ,nr '  1 l  suf f l t  pour  séparer  les orb l tes séparables de chols l r

z' xo' yz' Yo' xr' Xr' Xr' Gozz' Ye' G"ou, Girn et Go"r déJà

cl tés,  e t  de leur  a jouten deux é lénents :

conu = z-6 
[-xf 

v]-xiui,sxixiui+2xox3y3-3x4y2 -axf,xrviz

-6xzx 
lxzy 32+ Tzxox2x"yrz*6x3x" y 

"Zz-lzxzx2y "22

-6f x"zz*3x2x222+lgxox1xzx3zt-ex"x"rzt-.sSxpn)

= s*t *" -'6*X* 
n.�8x, x3+ I 8x, xrx"*n-sxzxf

crn" = z-t 
[-sxaYrY2*6x3xrY2Y"-3x2x2Ys+3x2x"y'-BXox"yry"

*sxayz+zf x.f z-4x3x.y2z*6x2xrxzyzy^z--€;xox2xzyzz

* 2x=rxry,z*3xov2v nzzrtzxf,x"y ry .22-6x2x2ry ,y nzz

- tzxzxrxuuf,zz +u|.x2y1z2-tzxox2x"y 
"22 +3xay oz2

+ \zxsx3y zzz-gxzxzy,|2+lzx3xzy zy 423+l2x2x2x3y sz3

- tzxoxzx2\ 423 
-72xox1x2xsy 

zzt* 7zxox:y rz3

+ rzxzx:y 424 
-gxzxzy 

rza r9x2x2za - tzxrxzx"zn * +xaza)

= o 
[*f-a*,*]*"-a"i*]]vu 

- s 
[*]*.-z*r*" 

x2-3xr*2*n 6x2r*.*n]"n

*zfsx?x2 - sx *3n3x3* * g*"*'l u
L  2 3  1 3  2 4  1 4 J " 3

-zl2* *t-3*"* x -'6x 2 ^ zl
L  2 3  2 3 4  ' ' ,  * " * n * " " ,  * r * n J v ,

t I q*n - tz* *"* *9*'*'.l.,
L  3  2 3 4  2  4 ) - r

l-
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VI L'ANNEAU DES I NVARI ANTS ALGEBRIQUES

Lemrne 2 : Pour P e D I'applicatlon g r-'> gF de f dans ?,r,, u=t
l -  

' ( n )

l l n J e c t l v e  d è s  q u ' e l l e  n ' e s t  p a s  c o n s t e n t e .

Preuve :  S i  gP = P avec g = exptoM, to  e kn,  cn a pour  tout  a € Z

goP = exp (atoM)P = P.  Cornme M est  n i lpotente,  po\r  tout  x  e k"

f i x é ,  l ' a p p l  i c a t i o n  t  r - -  
f  ' l

+  
l ( e x n  

t  M ) P J  ( x )  -  P ( x )  e s t  u n  p o l y n ô n e

q u l  s ' a n n u l e  s u r  t o u s  l e s  n u l t i p t e s  d e  t o ;  d o n c  l I  e s t  n u l .

Proposi t ion 7 :  Les facteurs i r réduct lb les d 'un étément  de E
(  n )

sont  dans t , r r , .  Ea par t icu l ier  f , r , ,  "=t  factor le l

P r e u v e  :  S o l t  P  e  I ( n ) - { o } ,  p  =  p . , . . . , p s  s a  d é c o n p o s l t l o n

l r n é d u c t l b l e ,  e t  g  €  f  -  i i d ) .
- l 1 1

comme 
leP,  j  [ r t "J  

= sP = P = Pr . . .P. ,  I 'act ion de s pernute

P 1 , . . . , P 8 ,  e t  i l  e x l s t e  d o n c  u n  e n t i e r  r  t e l  q u e  g "  L e s  c o n s e r v e .

On a g"  *  id ,  e t  la  conclus lon résul te  donc du lernne.

Sol t  ô  un système f in i  d 'é lérnent"  d"  f , r r ,  suf f isant  pour

séparer 1es onbltes séparables de f dâns k". (La preuve de Ia

proposl t ion 6 rend c la i r  qu 'on peut  constru l re un te l  systène avec

au p lus ;  n-  é léments) .  D 'après 1a p.oposi t lon S (et  avec ses

n o t a t l o n s ) ,  l e  " r r l 1 c ô n e ' ,  d e  I ' a c t i o n  d e  | - ,  c , e s t  à  d i n e  l e  c ô n e  o ù

tous les éIéments de f_,  sans terrne constant  s 'annulent ,  est  Ie(  n )

sous-espace

F '  =  F  ô  x  = . . . =  x  =  o
I  r " + 1  s '  r  + 1

P o s o n s  O ' =  O  u  Y  , . . . , y  e t I , = k t Ô ' l
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D'après le  théorème de Hi lber t  ( t81,  ç4)  les é lénents de .E(n)  sont

tous ent lers  sur  t ' .  a . r r "  t , , l ,  est  factor le l  par  la  pnoposl t lon

7,  l l  est  ln tégra lenent  c los,  eL c,est  donc la  c lo ture in tégra le

d e  . t ' .

Enf ln  par  la  proposl t lon 4,  cet te c lo tune est  contenue dans

K ( Z )  t o '  l .

Un algor i thme , ' f tn t , ,  d t  à  Sto lzenberg,  ex is te pour  ca lcu len

la c loture in tégra le d,un te l  ânneau.

Ai t= l  V, . , ,  est  la  nornal isée de Ia var lé té quasl  a f f lne V, , r l=@,(U)

déJà plongée .lans k*o'. MaIs Ia dimenslon de plongenent o" u,rr,

est asJmptot lquement beaucoup ptus éIévée que celle de Virr, (à

crolssance au nolns en exp 6) .

DéJà dans I 'exemple déJà ét_udié d"  f , " ,n , ,  un système de
générateurs conplet  du Iau.n,  n ,a pas motrns de 60 é lérnents ( les 35
premlers,  de degré = 5 ont  été ca lcu lés dans [3] ) .

Dans la prat lque

système de générateurs

paragraphe IV de trols

on peut  aussi  vér i f ler  Ia  complétude d,un

calcu lé "à l ,aveugls ' ,  par  la  néthode du

autres façons :

-  en calcu lant  Ia  sér ie  de poincaré d.  I t , , r ,  par  exemple par

la  formule de [2] ,  e t  constatânt  qu 'eI le  coïnc lde avec cel le

de I 'anneau engendré ;  cec i  est  év idenment  fac i l l té  par  la

détermlnat lon préalable d,un système de paranètres (nul t l

honogène quand c 'est  possib ie) .

-  par  récurr .ence sur  1es d imensions no,  .  .

les lnages par  les appl icat ions z ' -  du { I I

I 'on a,  qui  lombent ,  da,ns un autre anneau

. , nq , en étudlant

des générateurs que

du même type, et

l--



re levant  les é léments de Im(z. ) .

-  en consul tant  I 'abondante t i t térature du XIX" s lèc le,  où

beaucoup de cas ont été étudtés dans le cadre des covarlants

des formes binaires.

Aucune des ces méthodes n'est rapide !

l-_
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