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I} INTRODUCTION

La représentation irréductible de dimension d+1 de SL(2,k) (k

corps commutatif de caractéristique nulle ) se réalise dans

d
1’ espace Vd des "formes binaires de degré 4" E: xiXd"‘Yl par 1’ ac-
1=0
tion naturelle de SL{2,k) sur (X,Y)eka. Les pelyndémes de (xo,..,xd)

invariants par cette action forment 1’algébre des "invariants des
formes binaires" ; les polyndémes de (xo,...,xd : X,Y) invariants
par ’action de SL(2,k) sur dekz forment 1’ algébre des "cova-
rilants des formes binaires"”. On sait depuis le XIX® siecle que ces
algébres sont de type finl (Gordan, Hilbert,...), et on peut géné-
raliser en remplacant VA par une représentation de dimension finle

P
quelconque, donc de la forme @ Vd . On obtient ainsi les alge-

i=1 ]

bres d’invariants ou de covariants "simultanés" de plusieurs for-

mes binaires, de degré d1""’dﬂ

Notant K[V]® 1’algébre des invariants de 1’action de G dans
K[V] et N le sous-groupe unipotent maximal de SL(2,k} engendré par
sLiz2,k)

[ 00 ], on a un isomorphigme de K[dekg]

N
10 sur K[Vd] (donné

par X+— 0) qui permet d’identifier les invariants algébriques
d’'une matrlce nillpotente quelconque & certains covariants des

formes binaires ; en particulier leur algébre est de type fini.

Sous cette forme, le résultatl remonte semble-t-il A Roberts (1861).




Aujourd’hui, ce n’est plus qu'un cas trés particulier de résultats
récents comme le théoréme de Grosshans [7], sur les invariants de
certalns sous-groupes de groupes réductifs, que 1’on salt relier
aux Invarliants du groupe réductif, auxquels on peut alors appli-
quer le théoréme de finitude de Nagata.

Les invariants et covariants des formes binaires sont le
principal objet de la "théorie classique des invariants" du XIX®
siécle, et leur description est & peu prés compléte jusqu’a d=8,
et pour les covariants simultanés des deux formes Jjusqu’a d1=d2=S.
Malis en falt, dés que dz6, ou d124, on tombe sur des algébres dont
la "présentation finie" est d’une complication extréme, et a été
peu calculée., Blen que la série de Poincaré d'une telle algébre
soit en principe connue {par exemple [2]), 11 n’existe de "systéme
de paramétres” multihomogénes que dans un nombre finl trés res-
treint de cas ([1)).

Récemment le calcul effectif de ces algdbres par générateurs
et relations a soulevé 1’'intérét de mécaniciens (cf. [B]), qui
s'en servent pour mettre sous forme réduite les hamiltoniens de
certains systémes dynamiques.

On décrit ici un procédé de calcul en trois étapes, sous le
point de vue “K{V]N". Les démonstrations sont indépendantes de la
théorie classique, comme des prolongements récents, et certains
résultats semblent nouveaux (prop. 3, prop. 6).

Au paragraphe 1I on prolonge 1'action d4’une matrice nilpo-
tente en une représentation de s1(2,k) pour en déduire la surjec-
tivité de certaines restrictions {(prop. 2)

La premiére étape du calcul est la construction d’une base du
corps des fractions rationnelles invariantes, et c’est 1’objet du

paragraphe 111 (prop. 3J.




Au paragraphe IV on décrit une fagon unique d’écrire un inva-
riant dans un localisé {(prop. 4) qui fournit le principal outil de
calcul.

La deuxiéme étape consiste a calculer assez d’ invariants pour
"séparer les orbites séparables” et définir le nilcéne. Ceci
fait 1’obJet du paragraphe V, ou 1’on décrit la stratification
canonique de 1'action (prop. 6). On obtient ainsl un “"quotient ap-
proché" qui est une variété quasi affine déja plongée.

Enfin 1'algébre compléte &’ invariants est obtenue & partir de
la par un procédé de cloture intégrale, qui fournit le vrail
quotlent, normalisé du précédent : c’est la derniére étape, décrite
au paragraphe VI.

Tous les procédés de calcul utilisés s’expriment par des
algorithmes mécanisables, au moins en principe, méme le dernier,

et ont été testés en petite dimension.




ITI LA REPRESENTATION DE s1{2,k) ASSOCIEE

Soit M une matrice nilpeotente nxn & coefficients dans un
corps k commutatif de caractéristlique nulle.

Notons x = {x ,...,x ), avec x = (x ,...,x } les coordon-
o q r r,1 r,n
T

nées d’'un vecteur de K dans une base ol la matrice M est sous la
n

forme de Jordan

M (0} 0 {0)
0 N 1 \\
M= \ olt M = NN est de dimension
AN r AN n
{0) Mq (0) 1 0O /T
avec O=rsq, no+ ... +n =n, et T = {expt M | tek}.
q

L’algébre I des invariants algébriques (resp. le corps X des
invariants rationnels) de M est alors le noyau dans K[x! (resp.

dans K(x}) du champ de vecteurs

q
D= Z Z X d [on note & = ——8— ]
r,s-1 r,s r,s 8x
r,s

q r o
51 on associe au mondme Tj [ M x s ] les (g+2) entiers
r,s
8=

o
"
>

a _ pour 0=r=q (degré partiel en x )
r

s

et

n
r

k = z z‘ {s—l)rxr . {qu’on appellera "masse" du mondme)
B=2

-
1]
o

on obtient une N?_graduatlon de Kix] = P

(n) par
(p},k
g) =
{(n) (p)é[Nq+l (n}
kel
od (n) = (n,....n) (p) = (p.,....p) et p‘p)"‘ est  le
0’ g7 n’ 'Tq {n}
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sous-espace des polyndémes homogénes de "degré" {(p) et de masse k.




(p),k

{p),k-1 , _ a2 _
Comme D!p(n) < Q(D) . 1'algébre r = 2(11) est aussi N
. = (p),k (p),k _ (p),k
graduée : r(m 8 L’(n) , avec f(n) E(n)n E[J(n)
Posons r— - B -
O(n -1) {0) n -1 {0)
r r
0 2(n -2} n -3
\\ r N r\
Mr = 0 s(n -s) ' Tr = n +1-2s
\ r o\ r\
(0) 0(n -1) (0) *n +1|
T e r
2 0
puis
Yo @ Yo, (@
M = \ et T = \
AN N
(0) M’ (Q) T
q q
Ona [T,M] =2M, [T,M] = ~ 2M, [M' ,M] = T, sl bien que les
formules 1 o - 0 0 . o 1 s
Pl o -1 © Pl1 o S Plo o

se prolongent
somme directe

S L
q

en une représentation p e de sl(2,k) dans Kn,

(n}

des représentations irréductibles de dimensions

L’action qui s’en déduit de s1(2,k) dans 1)( , admet
n

pour générateurs infinitésimaux correspondant & M,M’, et T les

champs de vecteurs D,D’, et H, avec

r-1
[ Z s(n -s)x a et
r r,a+l r,s
s=1
n
r
Z {n +1-2s}x 8
r r, -]
s=1




yalP) Kk (pl,k+l _— -
Comme D'9 " < P et H p(p = (m Bk)'idp(puk
(n} (n)

q
avec m = m{n,p) = Z (nr—l)pr )

r=0
p(P’ =@ p(phk est un s1{Z,k)-sous-module de P de dimension
(n) {n) ' (n)

kel
finie, donc sur lequel 1'action de s1(2,k} s’intégre en une
actlon de SL(2,k), qui n’est autre que 1'action classique "simul-
tanée" sur g+1 formes blnaires de degrés no—l,...,nth.

D'aprés la théorie classique des représentations de s1(2,k),
(cf. par exemple [4], Th. 1.8.4), chaque 923 se décompose en som-
me directe de sous-modules irréductibles Ej, tels que, si E est
1’un d’entre eux de dimension 1+1, on & sur une base convenable

Dej =€, D’ej = j(1+1"J]ej_1 . HeJ = (1—2J)ej
La derniére relation implique (identité d’Euler) que

m+]
2

-3
, et c’est dire que E est une somme de droites

(p),

e €9

j (n}
{p),k

prises dans chadque 9( y .
n

k parcourant un intervalle de Z de
longueur 1+1 et centré sur % m{n,p) ; sur chacune de ces droites,
D et D sont de rang maximal, 1 cu 0. Il s’ensult en sommant sur

tous les Ej 1'énoncé suilvant

k Jk-1 ) m
el ﬂ(p} est surjectif pour k==
{n) {(n)

Propesition 1 : a) D : § 5

injectif pour k>g

b) D’:!D:p;’k e ED:p:’kH est injectif pour k<g , surjectif pour
n n o
m
r S
k 2
c) H: Qip:’k -y ‘D:p:’k est 1’homothétie de rapport m-2k.
n n)




Corollaire 1 : a) dim £P* = dim 9PV ¥ = gim 9P+ 51 Qup<D
(n) (n) (n) 2
0O sinon
1]
(p),[=]
{(p) (p),k 2
b = =
) dim x(n) s:p dim P dim 9
Définissons des applications linéaires surjectives
(p),k (p),k-pr
n; ’ p(n R I q)(n yeeasn =1,...,n ) par nr = 1} ° pr
[s] q o r q

ol P, est la restriction a 1'hyperplan {xrlwo} , et T la subs-

*

titution de x a x (252J=n ; p conserve la masse, T la
r,1-1 T, r r r

diminue de pr).

{p),k (p),k—pr
Lemme 1 : m va de PP dans F , et y
_— r {(n ,...,n ) {n ,...,n -1,...,n )}
0 q [o] r q
est surjective pour RS% (m-n +1).
r
Preuve :
_ (p},k
S1 P=x Q(x;..;%x;..;x )+R(x;..;% ;..;% i..3X ) € F
r,1 0 r q 0 r,2 r,nr q (n}
on a0 =DP = x [DQ + 8 R] + DR, avec
r,1 r,2 r
D = }: P{ d +..+ X a ]+[x a +. .+ X a ],
r 2,1 5,2 8,n ~1 ®,n r,2 r,3 r,n -1 r,n
B8 -} ™ r
s¥r
d’ ol
-1
O=DR=1T 0 }: [x ] +
r r 5,1 8,2 g,n -1 s,n
s¥r €
[ + ] ot {R)
r,1 r,2 r,n -2 r,n -1 r
r
(p},k-p
et donc T (R) =t ¢ p (P) =n (P) € F i
r r r r (no,..,nrwl,,.,n )

q




(p),k-p
r

Réciproquement si 1'on part de S e F ., On a
(no,..,nr-l,..,nq)

-1 (po...,pr-l,..,p ), k-1
8 ot (S)e? 9
r (no,.

r,2 ‘,nr,n,nq) ,et par la proposition 1,
(pol",pr—1!"9p )’k
(a), on peut trouver Q € Ep(n Cmam) tel que
O r q
DQ=-38 _o v (S), ceci dés que
r,2 r
ksl {n-)p + {n-1)(p -1) =l(m—n+1).
2 s B r r 2 P
s#r

Posant alors P = X 1Q + 1:;1[8] , i1 vient nr(P) =5, et

OP = x [DQ+6 or“(S)] + Do T HG)
r,2 r r r

r,1 2
S )
= T X 8 +..+ +
r g,1 8,2 s,n -1 s,n
a¥r
( o 1]s -
r,1 r,2 r,n r,n -1
r-2
soit P e £'P)¥
(n)
mU m
Proposition 2 : Le produit commutatif M,ooe.eo nqq est surjectif
(p),k=-m p —...~m p
de r:p).k y SU° t( - o - )q ) dés que k = infl(m-n +1}
no,...nq n0 mo,..,nq mq g 5 _
1’inf portant sur les re{0,...,q} tels que mr>0.

Preuves : Que les n commutent est clair. L’application considérée

est le produit des

m {p),k-m -, -m {(p),k- - -
r P ET Py re1Pro1 , PhETMaPo P
r {n_-m,.. - n,.. ) - v -m N s
( o 0" et ey '“q (no I TS S LY '"q)




pour tous les r tels que m > 0, et chacune est & son tour le
r

produit des

(p),k-m p ~..- -(]-1
T - PYs opo mrnlpr—l 0 )pr
r (n =m_,..,n _=-m n -J+l,n srey )
00" e e B "q
(p),k-m p ~..-m -
P X" M0Pa r-1Pro1 7P,
z {n -m n n j }
- a e - n - n P 1
0 0 "' -1l r-1"t T rer’ 7’ q

pour J = 1,..,mr. Or chacune de ces derniéres est surjective,

d’aprés le lemme 1, dés que

r-1 q
2 k-—mopo—..—mrvipr_l—(\j-l)pr = Z(ns-ms-l)ps]+ Z (ns—l)ps
8=0

s=r+]

+ (nrujlpr - (nr~J+1) + 1

q r-1
solt 2k = Z(nsml)pg] - nr+1 + ngps + (J-1) (pr+1} , en

particulier dés que 2k = m—nr+1.




I11) LE CORPS DES INVARIANTS RATIONNELS

Supposons n_ = sup n = 2 et posons
[¢) 0%r=q r
] nb~1
Z =X R }: X [15J5~**"],
0,1 2] 0 ]+t 0,j+1~1 0, J+1+1 9
1
o L0
23+1 o 2 o j+1 o i+1
n
- - sjs —— -
2xo,zxo,2j+1-1 (2y+1 2i}xo,1xo,21+2va [1 J# 2 1]
i+
1+1
= . = - =J=n -1 ; 1=r=
xr,ﬂ xr,l ¥ Xr,} Z( 1 xo,lxr,j+2-—1 (1= o a)
11
B = Z,Y » .Y ’ X r * » ¥ X ’
2 n -1 1,0 1,n -1 q,0 q,n -1
o) 1 q
Ona #B = n-1, Ze 2 0® 0  x ¢cp t,--,00,0
(n) r,0 (n)
Y e £(2,0,..,0).2J oy c (3,0,..,0},2j+1 ’
2} (n) 2y+1 (m)
(1,0..,0,1,0.0),} -
)(r’j € x(n) (3 = 1)

Proposition 3 :Les éléments de B sont algébriquement indépendants,

et XK=k (B)

Preuve : L'application x LN (on’ B) est birationnelle de k"

dans lui-méme, son jacobien est de la forme a_(xo ])b avec a,b

entiers. Elle induit un isomorphisme de k(x)} , qui transporte D

sur 72

ax
0,2

10




Exemple : Si g=1, n0=5, n1=4, en écrivant y} au lieu de X, \ et xJ

au lieu de xlj , on obtient comme base du corps des invariants

¥

rationnels les huit polyndémes :

Z = Y, € E;T;O)O x0=xleré?;1)1
Y2 = y: - 2y1y3 € x;?;o)a x1=x1y2ﬂx2ylexéi;1)1

Y3 = YZ-Byl5!2.\)13+3yi"y‘l € 1:‘5?;0)3 x2=x1y3—x2y2+x3yler;;1)z
Y4=Y§-2y2y Y2V Y e 13;?;0’ 4 X=XV, XY Xy ~X y €F ; :1 13

Remarques : 1) On peut vérifier que la base B minimise les degrés

d’un systéme de générateurs de X : il y en a q de degré 1,

n -1 n
9 +n+. ..+ n - q de degré 2, et seulement L -1 de
2 1 q 2
degré 3.

2) On ne suppose plus que n, = sup n, mais nrzz ; si

1’on pose de méme, pour 1 < j = % (nr—l)

3
Y = x2 +2 E: (.—1)i ® " e r(0,.,2,.,0)2j
r,21 r, j+1 r,j+i-1 r,j+1+4 {n) ,

i=1
et pour 1 = j =< 1 n -1
2 r
)]
Y =x x° + E: (-1)"x
r,2j+1 r,2 r,j+1 r,i1+1
1=0
X X -(2 +1-2i)x x € r(o,.,3“,0)21+1
r,2 r,23+1-1 3 r,1 r,2j+2-1 (n)

+ 3ty

2, Y ... Y ;X X X XY LY
2 n -1 1,0 1,1 1,2 i,n -1 q,0" ¢q,1 q,2 q,n -1
0 1 q
est encore une base de K, et la preuve est analogue a celle de la

proposition 3.

11




Enfin 1’énoncé suivant est une simple application de la pro-

position 2 :

Corollaire 2 :

m

(a) (n-2m -1)a = n -1 » X% e n’ (£ ) (0=r = q)
r r r r,o r {n)
a m
(b) (n-2m - + (n-2m -3)s =2 n-1 =X Y en' (£ )
r r r r r r,0 r,s r {(n)
(c) (nr—Zmr-»l)oc + (nt—th—3)s S sup(nr,nt)—l =
o " T
en’ ow {f )
r,0 t,s r t (n)
(d) (n -2m -a + {(n +n ~-2m -2m_-2s-2) = sup(n ,n )-1 =
r r r t r t r t
o« " M
X en n ()
r,0 r,t,s r t (n)

s+1
1+1 {(0,.,1,.,1,.,Q)s
avec X = (-1) "x x e b P
r,t,s r,i t,g+2-1 (n)
1=1

12




IV EXPRESSION RATIONNELLE DES INVARIANTS ALGEBRIQUES

Avec les notations du paragraphe précédent, posons encore

v = p2i-2 , , _ 2)-2 Cox =z

2} 2j+1 2j+1 r,) r,
B = Z, Y',..,.Y’ ; X0, X . X L. X ,

2 n -1 1,0 1,n -1 q,0 q,n -1
0 1 q
B“ - B, - {2}
On a maintenant Z e p'1® ™00 , ¥ € t(jJL-‘OH
{n) b {(n)

, (0,-,0,,0,-,0)} e e tem

Xr,j (n) (1=j=q, O_J—nr 2

Proposition 4 :a) kI[B'] < E < k(Z2)[B"]

p -k

(pk s’ écrit de fagon unique Z ° P(B"),

b) Tout élément de Z(n)

ol P est un polynéme multihomogéne de degré (k,pl...,pq) et

quasihomogéne de masse k, guand on donne & Y; et X; la
masse J.
Preuve : L’application (x ,..,x X 1..5x ) rﬁe (x , B"} est
0,2 o,n " "1 q 0,2
un automorphisme (bialgébrique) de kl[xo,z’ ,xo.no;xl; ,xq].
b a8
avec k1 =k (xo.l} . et g (D) = X0 1 TBR ; donc
0,2
r c k[x P X ] n k (B")
(n}) (v} q 1
c k [x be s X X 3. X% ] n k (B")
1{ 0,2 a,n "1 q 1
0
= k1[xo,2'B ] n kl[B ] = k1[B !
(p)k

d’ol le cas, la premiére inclusion étant claire. Si Re £ , 11

(n)

s’écrit donc R = Q(Z)_l P(B'), ou P et Q sont premiers entre eux

et homogénes ; donc Q est monomial et on peut supposer Q = z* avec
n -1 n -1

0 B
x € N. Le mondme p = n vy )

q o
| i X' "I (B eN)
j=2 r=1

FDJ J r’J

R

13




est de degré (k, pi...,pq) et de masse k, avec pour 1 = r s q

1 n -1 n -1
q r

" o]
D I I I Y

.
j=1 1=2 3=1

Donc tous les monémes de P sont de la forme Z£.u , avec {—a = pbwk
Comme P et Q sont premiers, £ = 0 et o = k - po.

Remarque : Le (b) donne le principal outil de calcul pratique
"degré par degré” d’'un systéme de générateurs de F(n) : ayant
déterminé tous les générateurs nécessaires Jusqu'a un certain
degré (po,..,prﬁl,..,pq), on calcule la dimension du sous-espace
de r::: qu'ils engendrent, et on compare avec la dimension de
Z:i;donnée par le corollaire 1. Les syzygies se lisent aussi le
plus commodément sur les expressions (b). On obtient ainsi un
algorithme rapide de détermination des degrés et masses (p),k des

générateurs. On peut alors les calculer explicitement, toujours en

cherchant d’abord leurs expressions rationnelles (b).

14




Exemple : Pour E(sq) et en sulivant les notations du &II1I, on

trouve gque les générateurs de degré total = 3 de £(54) sont,

outre les élément de (B), 2, X, Y, ¥, X, X, X, et Y
0 2 2 1 2 3 3

G = 73Xy -2X X 2)
022 1 0O 2 0o 2

2
= X - 2X X
2 173

¢ = zZ23vviaav v 2%
3086 3 2 2 4

H

3 2 2
2y3 h Sy2y3y4 * Syzys * 9y1y4 12y1y3y5

G =ZMXY-XY)
213 03 1 2
— 2_ —
- Xz(yz 2y1y3) * x1(3y1y4 yzst
G = Z X Y-X Y +X Y 2)
214 0 2 1 3 2 2
_ 2_. _ 2_
= xa(y2 2y1y3) + x2(3y1y4 y2y3) + }(1(25/:3 Byzyi)
G, = Z XYY ~X Y+X Y Z+X Y Z°-X Y Z°)
215 0 2 3 1 2 2 3 1 4 3 2
_ 2__ _ 2_ _ _
- X4(y2 2y1y3)+x3(3y1y4 y2y3)+xz(y3 y2y4 2y1y5}+x1(2y2y5 yﬁyi)
= Z72(X3Y ~X Y ¥ +X X Z-3X X 2°)
123 c 3 01 2 1 2 0 3
— 2_ _
= {x2 2x1x3}y2 + (Bxlx4 xzxa)y1
= Z O (XKPY5X X Y —2X%Y +3X X Y Z2-3X X Z%42x%7%)
124 02 013 12 o2 2 173 2
P _ 2 .
= (xz 2x1x3)y3 + (3x1x4 sza)yz + (2x3 3x2x4)y1
G = Z3(XY-XPY 42X X Z-X2Y 72 X 7hx%Y)
124 o 2 1 2 0O 2 QO 5 1 3 2
— 2_ — ——
= (x3 2x2x4}y1 + 2x1(x4y2 x3y3+x2y4 x1y5)
G = 238y ~X%+3X X X Z-3%°X 7%
033 03 1 01 2 0 3

3 2
= X -3x X X + 3IxX
2 1723 1 4

15




V LA STRATIFICATION CANONIQUE

n
Posons n’ = ﬁ% pour 0 = r s q et notons F le sous—espace de
r
n0+..+n
k 1 d’équations x  =...= x S X O =,...= X =0
0,1 0O,n? q,1 q,n’
q
Proposition 5 : r c kix s e X
(n) r_o,n’ +1 r ,n’
F 1" r 8 r +1
1 s
ol {rl,..,r } est 1’ensemble des re{0,...,q} tels que n est
8
impair.

Preuve : Soit P e r?ﬂ'“ non nul, et
n

« o o o
o,n’+1 O,n q,n*+1 q,n
8} % [u) q q
O,nc')+1 O,n0 q,nq+1 q,nq
1 = + ...+
un mondme qui figure dans P,F' On a P O%,nuq arJ% et
n
q r
K= E: E: (s~1)a , d'olt par le corollaire 1, (a)
r,s
r=0 B=n"+1
r
n
q q b o
0= Z {n -1)p -2k = Z Z (n +1-2s5)a
r r r r,s
r=0 r=0

s=n"+1
r

Comme n =2n’ ou2n’ + 1, onan + 1 - 2s < 0 pour s=n’+1 et
r r r r r

1"inegalité ci-dessus implique a = 0 dés que n est pair, ou
s .

*

dés que n est Impair et s>n;+1.

Avec les notations du §II, on a pour tek, exptMel et

exptM(x ;...;x ) = ({x (t);...;x (t)), avec pour 0 = r = g
3] q ¢ q

n -1
r

x{t) = |x ,x +tx ,...x +tx o4k X
r r,1 r,2 r,t r,n r,n -1 (n —15! r,1
r r
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On vérifie aisément les assertions suivantes : les orbites I' dans
n +...+Nn
k 9 se groupent en les familles § {1=sm =n ;0=r=q);

m PR | ] r r
0! H q

1’obite O d’un point x = (xo;...;x ) appartient & S—'m . si et
q oo

0 q

seulement si : vre{0,...q}, m = inf{j|xr j:»&O} ; elle est de
r ’
dimension 1 sauf si mo= n_ pour tout r.

Supposons qu'il exliste Ty tel que mr < n et choisissons des
o o

constantes arbitraires

a yeo.,@ ;. avec a =0 (si m=n-1)
r,m r,n -1 r,m r r
r r r

(* a,m (sim =n) {O=r=q)

r r r r

b (0=r=q, r#r )

r 4]

n0+...+n
et notons 0(.) la courbe algébrique dans k 9 d’ équations
b4 = = = ; X = 7
r,1 r,m -1 r,m r,m
r r
m -1 m -1
" (Y = 3 s T oY ) = a (si m =n -2)
r r,2 r,m +1 r r,n =m r,n -1 r r
r r r r
m -1
ro mr-I

T o T (X )J=b (0=r=q; r#r_ ; m=n -1)
rO r r,1 r O r r

Alors toute orbite de T' de dimension 1 est 1'une des courbes O”),

et tout choix (*) de constantes définit une et une seule orbhite de

la famille % . Enfin les autres orbites, formant
m()' ey mq

F , sont des points.

N ,..,0

0 q
Proposition 6 : Supposons qu'il existe r € {0,...,q} tel que nr>1.

n0+...+n
L’'ouvert U = k 9F est la réunion des orbites séparées par

1’ anneau 23( . des invariants.
n

17




Preuve : U est la réunion de toutes les orbites (de dimension 1)

¥

appartenant aux familles % telles que m = n_ pour un
m,...,m r
o] q [4) 0

certain r_.
0
La description donnée ci-dessus de ces orbites, jointe au corol-

laire 2, montre qu’on peut trouver assez d’éléments de £( pour

n}

séparer chaque orbite de U des autres et de F.
Que celle de F ne soient pas séparables résulte de la proposition
5 et d’une considération de dimension, sauf dans le cas ol tous

les n impairs valent 1, sauf 1’un d’eux, soit n_, qui vaut 3.
1

Mals dans ce cas f = K x2 , X I ' et les points
{n) r1,2 rz,l rs,l

dont toutes les coordonnées sont nulles sauf x 5 = +1 appartien-
r

1

nent & deux orbites différentes qui ne sont pas séparées par Z(nr
Remarque : On a toujours codim F = 2, sauf si tous les n_ valent
1, sauf 1’un d’entre eux, disons n,, qui vaut 1,2, ou 3. Dans tout
autre cas Bhﬂ s’ identifie donc & 1'anneau des fonctions algébri-
ques (réguliéres) sur U invariantes sous 1'action de TI.

D’aprés (5], §2.4.2, la restriction de 1’action de I' & 1’ou~
vert U admet un quotient, ¢’est A dire qu’il existe une variété
algébrique quasi affine Vhﬂ et un morphisme surjectif et univer-
sellement ouvert ¢ : U —— V“” dont les fibres sont les orbites
de I' dans U, et tel que les fonctions algébriques régulliéres sur
A s'identifient par wﬁ aux fonctions algébriques réguliéres sur

{n}

U invarlantes par I', c¢c’est & dire aux polynémes de 1'anneau K()
f n

Comme la restriction de 1'action de I' au sous-espace F se décrit
de la méme fagon, en remplacgant (n) = (no,...,n ) par
q
(nowna,...,n —n;), on peut recommencer et on obtient que la
q

deuxiéme stratification canonique au sens de Dixmier et Raynaud
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([5], §2) existe, et se compose de 1(n) + 1 strates, ol 1(n) est

défini par
plln)-1 sup n = SHm)
r
r

et les 1l(n) premiéres strates sont des ouverts de la forme U

cil-dessus par une sulite décroissante de valeurs de (n), 1la

derniére étant le sous-espace de dimension q d’équations x B—O

r,

dés que s < n .
r

18



Exemple : Dans 1’exemple déji étudié aux paragraphes I1I et IV de
13(5 5’ i1 suffit pour séparer les orbites séparables de choisir

Z, X, Y, Y, X, X, X,G , Y, G ,G__etG dé ja
o’ 2 4 1 2> 73" To22” "3 308 124 033

cités, et de leur ajouter deux éléments :

G =28 [—x*v”—x*y2+3x2x2v2+2x Ly -3x*Y -6X°X Y°Z
048 0 2 0 3 01 2 013 1 2 0 22
-BX°X_X_Y Z+12X X°X Y Z+6X°X Y Z°-12X°%%Y 2°
012 3 01 2 2 03 3 0oz 2
—BX X Z2+3X2%%2%+18X X X X Z°-8X X323—9x2x224]
13 1 2 01 2 3 o 2 03
= 3x2x2—6x3x ~8x x3+18x X X X -‘E]:-cax2
2 3 2 4 1 3 1 2314 1 4
¢ =2z [—3x“v Y24BXK Y2Y -3V 3% %Y%-6X XY Y
148 023 01 2 3 01 2 013 01223
+ 3KY42X0K_YZ-8%X°K_YZ+6X2X X Y. Y Z-6X X°X_Y°Z
1 2 o 2 2 023 01 223 01 2 2
+ 2X°K Y Z+3XYPY 722+ 12K°% ¥ ¥ 22Xy v 722
1 23 O 2 3 03 2 3 012 4

12X°X_X_Y°Z2+9X2x2¥%2% 12X X°X v Z%+3xty 72
013 2 Q22 01323 1 4

+

12X°X Y Z2-9%°%%Y 724 12x3X v ¥ 22+ 128K X v 22
1 3 2 1 2 2 02 2 4 0233

[

12X X°X Y Z°-12X X X X Y Z°+12X X%y 2°
012 4 012 32 022

-+

12X°%°%y Z%-ax®x%y Zhrox®x®zi-12% X°X z“+4x“z4]
cC 2 1 03 2 13 12 3 2

-
4 2 2 2 3 2 2 2

= BIX_—4% ®x % +AX K fy_ - B|X % _-2x X X -3x XX +6x'%x x |y
2 1723 173]"s 23 17273 1724 13 4]

“

-
2 2 3 3 2 2
+2 |30 % 8y A3 w +9x W |y
| 2’3 13 27 14]"3

-
3. 2 2 2

—2|2x_x -3x" % x -Bx XX +9x X x_{y

23 T2'a e 173 172 Y2

w

+ [4x4—12x x°x +9x2x2]y
3 273 1 2721
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VI L’ ANNEAU DES INVARIANTS ALGEBRIQUES

Lemme 2 : Pour P € D“ﬂ 1’application g —» gP de I dans ﬁhu est

injective dés qu’elle n’est pas constente.

Preuve : Si gP = P avec g = exptoM, to € kﬁ, on a pour tout a € Z
gP = exp (atUM}P = P. Comme M est nilpotente, pour tout x € k"
fixé, 1’application ti+—— [(exp t M)P](x) - P(x) est un polynéme

qui s'annule sur tous les multiples de to ; donc il est nul.

Proposition 7 :Les facteurs irréductibles d’un élément de E(n)

sont dans £ .
{n

) En particulier thﬂ est factoriel.

Preuve : Soit P € £“u~{0}. P = P1""'P sa décomposition
s
irréductible, et g e ' - {id}.
Comme {gPl]...[gP ] = gP = P = P1"‘Pg’ 1’action de g permute
5

P1""’P » et 1l existe donc un entier r tel que gr les conserve,
123

On a g # id, et la conclusion résulte donc du lemme.

Soit & un systéme fini d’éléments de x““ suffisant pour
séparer les orbites séparables de I dans k". (La preuve de la
proposition B rend clair qu’ on peut construire un tel systéme avec
au plus % n” ¢léments). D’aprés la proposition 5 (et avec ses
notations), le "niicéne" de 1’action de I', c’est a dire le céne ou

tous les éléments de E() sans terme constant s’annulent, est le
)

sSous-espace

FF'=Fn x , =...= X , =0
r ,n r .,
1 r +1 s r© +1
1 =3
Posons " = o u Y veoo,Y et ' =k [&"]
ro,n r ,n
1 r 5 r
1 s
21




D’aprés le théoreéme de Hilbert ([8], §4) les éléments de Eun sont
tous entiers sur 2'. Comme I“ﬂ est factoriel par 1a proposition
7, il est intégralement clos, et c’est donc la cloture intégrale
de Z’,
Enfin par ia proposition 4, cette cloture est contenue dans
K(Z)[o].

Un algorithme "fini" da a Stolzenberg, existe pour calculer
la cloture intégrale d’un tel anneau.
Alnsi th est la normalisée de la variété quasi affine Vhﬂ:@’(UJ
déja plongée dans k#Q’. Mais la dimension de plongement de V““
est asymptotiquement beaucoup plus élévée que celle de v;n)(a
crolssance au moins en exp vn).

Dé jA dans 1"exemple déja étudié de 2(5 un systéme de

L4y

générateurs complet de 8(54) n’a pas moins de 80 éléments (les 35

3

premiers, de degré = 5 ont été calculés dans {317,

Dans la pratique on peut aussi vérifier la complétude d'un
systéme de générateurs calculé "& 1’aveugle" par la méthode du

paragraphe IV de trois autres fagons :

— en calculant la série de Poincaré de r“ﬂ, par exemple par
la formule de [2], et constatant qu’elle coincide avec celle
de l’anneau engendré i cecl est évidemment facilité par la
détermination préalable d’un systéme de paramétres (multi

homogéne quand c’est possible).

- par récurrence sur les dimensions no,...,n , en étudiant
q
les images par les applications n du §IT des générateurs que
r

I'on a, qui tombent dans un autre anneau du méme type, et

22




relevant les éléments de Im(w ).
r

~— en consultant 1’abondante littérature du XIX® siécle, ol
beaucoup de cas ont été étudiés dans le cadre des covariants

des formes binaires.

Aucune des ces méthodes n’est rapide !
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