
Agrégation Analyse (F. Rouvière) 8.1.02

RÉSUMÉ SUR L�INTÉGRALE DE FOURIER

À une fonction f 2 L1(R) on associe sa transformée de Fourier

bf(t) = Z
R
f(x) e�2i�txdx , t 2 R .

Voir remarque �nale sur cette dé�nition. En particulier bf(0) = RR f(x) dx.
Théorème 1. Si f 2 L1(R), alors bf est continue sur R, bornée, et tend vers zéro
à l�in�ni. De plus  bf

1
� kfk1 .

Formulaire
� si f est paire (resp. impaire), alors bf est paire (resp. impaire)
� g(x) = f(x� a) donne bg(t) = e�2i�at bf(t) (avec a constante réelle)
� h(x) = e2i�axf(x) donne bh(t) = bf(t� a)
� si f 2 C1(R), f 2 L1(R) et f 0 2 L1(R), alors d(f 0)(t) = 2i�t bf(t)
� si f 2 L1(R) et x f 2 L1(R), alors bf 2 C1(R) et �2i�[(x f)(t) = � bf�0 (t)
� \(f � g)(t) = bf(t) bg(t) si f 2 L1(R) et g 2 L1(R)
�
R
R f(x) bg(x) dx = RR bf(t) g(t) dt si f 2 L1(R) et g 2 L1(R) .

Ces formules s�obtiennent facilement par les outils classiques du calcul intégral
(convergence dominée, Fubini,...). On retiendra notamment que Fourier transforme
translation en multiplication par une exponentielle (et vice versa), dérivation en
multiplication par la variable (et vice versa), produit de convolution en produit or-
dinaire. Ces remarquables propriétés opératoires justi�ent à elles seules l�intérêt de
la transformation de Fourier. Elles peuvent servir également au calcul de certaines
transformées de Fourier.

Exemples.

f(x) = �[�a;a](x) donne bf(t) = (sin 2�at)=�t
f(x) = e�2�jxj donne bf(t) = 1=�(1 + t2)
f(x) = e��x

2
donne bf(t) = e��t2

Théorème 2 (formule d�inversion de Fourier). On suppose f 2 L1(R) et bf 2 L1(R).
Alors on a

f(x) =

Z
R
bf(t) e2i�txdt pour presque tout x 2 R .

Si de plus f est continue sur R, la formule est valable en tout point x.
Les amateurs de chapeaux pourront l�écrire aussi f(x) = bbf(�x).
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Remarque. Si f 2 C2(R) avec f et f 0 et f 00 2 L1(R), alors bf 2 L1(R) et le théorème
2 s�applique.

Théorème 3 (formule de Plancherel). On suppose f 2 L1(R) et f 2 L2(R). Alorsbf 2 L2(R) et on a
kfk2 =

 bf
2
, c�est-à-dire

Z
R
jf(x)j2 dx =

Z
R
j bf(t)j2 dt .

La tranformation f 7! bf peut se prolonger de L1(R)\L2(R) à L2(R) tout entier, en
un isomorphisme d�espaces de Hilbert de L2(R) sur lui-même qui conserve le produit
scalaire (et la norme) de cet espace.

Danger. Une fonction de carré intégrable n�est pas nécessairement intégrable : pour
f 2 L2(R) l�intégrale de Fourier

R
R f(x) e

�2i�txdx n�a peut-être plus de sens ! La
transformée bf ne peut alors se dé�nir que grâce à un prolongement par densité. On
peut montrer par exemple que

bf(t) = lim
A!1

Z A

�A
f(x) e�2i�txdx

pour f 2 L2(R), la convergence ayant lieu au sens de la norme L2.

Remarque sur la dé�nition. De nombreux livres dé�nissent la transformée de
Fourier par l�intégrale Z

R
f(x) e�itxdx .

La dé�nition adoptée ici, avec un facteur 2� dans l�exposant, a l�avantage de ne faire
apparaître aucun autre facteur constant dans les formules et théorèmes ci-dessus
(convolution, inversion, Plancherel).
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