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Résumé

Introduits comme certains groupes de Lie résolubles munis d�une métrique invariante à
gauche, les espaces de Damek-Ricci généralisent les espaces hyperboliques. Ils fournissent
une large classe d�exemples de variétés riemanniennes harmoniques qui ne sont pas des
espaces symétriques.
En l�absence du groupe compact K des espaces symétriques G=K, l�extension aux espaces
de Damek-Ricci des résultats classiques de géométrie et d�analyse harmonique hyperbolique
comporte des di¢ cultés nouvelles. On décrit les méthodes qui permettent d�étendre ces
résultats.

Mathematics subject classi�cation (MSC 2000) : 22E25, 43A80, 43A90, 53B20, 53C22.
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1 Introduction

On sait le rôle important joué en analyse sur l�espace euclidien Rn, n � 3, par la fonction
1=rn�2, où r est la distance à une origine (arbitraire) de l�espace : c�est, à un facteur près,
une solution élémentaire radiale de l�opérateur de Laplace � =

Pn
1 (@=@x

i)2. Pour n =
3 notamment, le potentiel 1=r est un outil fondamental de la théorie de la gravitation
newtonienne, ou de l�électrostatique.
Il est naturel de chercher à étendre ce résultat à une variété riemannienneM de dimension

n. Sa métrique dé�nit une notion de distance géodésique d(x; y) entre les points x; y de M ,
et un opérateur de Laplace-Beltrami L. Étant donnée une origine m 2 M , l�opérateur L
admet-il (au moins localement) une solution élémentaire radiale autour de m, i.e. fonction
de d(m;x) seul ? Quelques premiers résultats dans ce sens ont été obtenus par H. Ruse
en 1930, mais il est vite apparu que la réponse est en général négative pour une variété
riemannienne arbitraire. J. Hadamard avait, par ailleurs, donné une construction générale
d�une solution élémentaire de L, se comportant au voisinage de m comme 1=d(m;x)n�2,
mais non nécessairement radiale (cf. [SS]).
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On dit que M est une variété harmonique si, pour toute origine m 2 M , le laplacien L
admet une solution élémentaire radiale autour de m. Sur une telle variété on peut espérer
réduire nombre de problèmes d�analyse, par moyenne sur des sphères, à des questions de
fonctions radiales, soit en �n de compte à de l�analyse à une dimension. Il est donc utile de
chercher à caractériser les variétés harmoniques.
En 1944, l�article [L] d�A. Lichnérowicz apporte plusieurs réponses à cette question,

montre que toute variété harmonique est d�Einstein, et esquisse une preuve du fait que
toute variété harmonique de dimension au plus 4 est un espace symétrique1 . Il se termine
par les deux phrases (où Hn signi�e variété harmonique de dimension n) :
�Il est intéressant de savoir dans quelle mesure le résultat énoncé relatif aux H4 peut
s�étendre à des espaces Hn quelconques. Je reviendrai sur cette question ultérieurement.�
Un peu abusivement baptisé �conjecture de Lichnérowicz�, ce problème (une variété har-
monique est-elle nécessairement un espace symétrique ?) est longtemps resté sans réponse
satisfaisante. En 1990, Z. Szabó [S] donne une réponse a¢ rmative pour les variétés har-
moniques compactes simplement connexes et la surprise n�en est que plus grande, en 1992,
quand Ewa Damek et Fulvio Ricci2 [DR1] exhibent une large classe de variétés harmoniques
(non compactes) qui ne sont pas des espaces symétriques.
À l�origine de leur construction est un article d�A. Kaplan [Ka], qui introduit en 1980 la

classe des groupes de Lie nilpotents �de type Heisenberg� a�n de construire des solutions
élémentaires explicites pour leurs sous-laplaciens, qui sont des opérateurs di¤érentiels hypo-
elliptiques du second ordre. On appelle désormais �espaces de Damek-Ricci�, ou �groupes
harmoniques NA�, des groupes de Lie obtenus par produit semi-direct d�un groupe nilpotent
de type Heisenberg N par une droite A, et munis d�une métrique riemannienne invariante à
gauche.
Parmi eux �gurent les espaces riemanniens symétriques de rang un et de type non com-

pact, c�est-à-dire les espaces hyperboliques réels, complexes, ou quaternioniques, et l�espace
hyperbolique exceptionnel. Ces derniers sont en e¤et de la forme G=K, où G est un groupe
de Lie semi-simple et K un sous-groupe compact maximal, et peuvent être identi�és au
sous-groupe résoluble NA d�une décomposition d�Iwasawa G = NAK de G. Mais la classe
des espaces de Damek-Ricci comporte bien d�autres exemples que ceux-là, qui ne sont pas
des espaces symétriques bien qu�étant tous des variétés harmoniques. Dans la liste ci-dessous
(par ordre décroissant) de quelques classes remarquables de variétés riemanniennes :

1. variétés d�Einstein

2. variétés harmoniques

3. espaces de Damek-Ricci

4. espaces riemanniens symétriques de rang un et de type non compact,

l�inclusion 3 � 4 est stricte. On peut penser que 2 � 3 l�est aussi, mais on n�en connaît pas
d�exemple.
Pour d�autres généralisations de la notion d�espace symétrique (espaces faiblement sy-

métriques, espaces de D�Atri, etc.), voir le chapitre 2 de [BTV].
L�analyse harmonique sur les espaces de Damek-Ricci connaît, depuis 1992, un dévelop-

pement rapide. Mais, si ses résultats ont de nombreuses analogies formelles avec ceux des
espaces hyperboliques, il ne s�agit cependant pas d�une généralisation triviale : le groupe com-
pact K, fréquemment utilisé dans les preuves classiques, fait ici défaut, et la notion de fonc-
tion radiale, moins facile à manipuler, doit faire l�objet d�une approche di¤érente [DR2]. On
parvient néanmoins à des résultats satisfaisants, et assez complets [ADY][ACDi][DR2][R]... :
formules d�inversion de Fourier et de Plancherel, théorème de Paley-Wiener, résolution ex-
plicite de l�équation de la chaleur, de l�équation des ondes .... La théorie des espaces de

1L�article récent [N] étend ce résultat à la dimension 5. Le premier espace de Damek-Ricci non symétrique
étant de dimension 7 (voir �n du §4.2), la "conjecture de Lichnérowicz" reste seulement ouverte en dimension
6.

2Le �tenseur de Ricci�est dû à Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), connu pour ses travaux sur l�analyse
tensorielle et la géométrie di¤érentielle.
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Damek-Ricci est déjà su¢ samment riche pour qu�il semble opportun d�en esquisser un bilan
(provisoire) ; c�est l�objectif de ces notes, tirées des articles originaux. On s�e¤orcera d�insister
sur le rôle de la géométrie.

A�n de limiter les connaissances préalables nécessaires, on résume au chapitre 2 (sans
démonstration) les bases de la géométrie riemannienne locale. On pourra donc aborder
ce cours avec seulement quelques notions sur les variétés, et sur les groupes et algèbres
de Lie. Une certaine familiarité avec les espaces hyperboliques, qui motivent nombre de
constructions e¤ectuées ici, est toutefois souhaitable ; on pourra l�acquérir par exemple dans
[H2] p.29-72 (espace H2(R)), ou dans [F] (espaces Hn(F), où F est le corps des réels, ou des
complexes, ou celui des quaternions). La comparaison détaillée du point de vue classique sur
les espaces hyperboliques avec celui, plus général, des espaces de Damek-Ricci est reportée
au chapitre 6 de ces notes.
Au chapitre 3 on introduit l�importante notion de moyennes sphériques sur une va-

riété riemannienne, qui conduit à diverses caractérisations des variétés harmoniques. Les
espaces de Damek-Ricci sont dé�nis au chapitre 4, où on détaille ensuite quelques-unes de
leurs propriétés géométriques (géodésiques, réalisation comme boule unité). Le chapitre 5
est consacré à l�analyse harmonique (pour les fonctions radiales d�abord, puis en général),
et à quelques-unes de ses applications (transformations intégrales, équation de la chaleur,
équation des ondes).

Remerciements. Ces notes correspondent à un cours de huit heures e¤ectué dans le
cadre de l�École d�été �Analyse harmonique et théorie des représentations�. Organisée et
�nancée conjointement par le Centre International de Mathématiques Pures et Appliquées
(C.I.M.P.A.) et plusieurs Universités marocaines, cette École s�est déroulée à Kenitra (Ma-
roc) du 19 juillet au 4 août 1999. Je tiens à exprimer toute ma reconnaissance à ces orga-
nismes pour leur invitation, et tout particulièrement aux Professeurs Mohamed Akkouchi et
Allal Bakali pour la qualité de l�organisation et la gentillesse de leur accueil à l�Université
Ibn Tofail de Kenitra.
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2 Rappels de géométrie riemannienne

Dans ce chapitre on notera toujours M (initiale de manifold) une variété di¤érentiable
réelle de classe C1, connexe, et n sa dimension. Dans les calculs en coordonnées locales,
on adopte ici la convention d�Einstein : lorsqu�une même lettre apparaît une fois en indice
supérieur et une fois en indice inférieur, on doit sommer sur cet indice de 1 à n. Ainsi

aix
i =

nX
i=1

aix
i , gijdxidxj =

nX
i;j=1

gijdx
idxj , �jij =

nX
j=1

�jij , etc.

On rappelle ici quelques notions et propriétés fondamentales de géométrie riemannienne
locale, en renvoyant à [BGM], [H1], [KN] ou [W] (par exemple) pour les démonstrations.

2.1 Champs de vecteurs

On note TmM l�espace vectoriel tangent au point m 2M . On appelle champ de vecteurs
sur M la donnée, en chaque point, d�un vecteur tangent X(m) 2 TmM fonction C1 de ce
point. Dans un système de coordonnées locales de la variété :


 �! M

x 7�! m = '(x) ,

(où 
 est un ouvert de Rn, x = (x1; : : : ; xn), et ' est un di¤éomorphisme de 
 sur un ouvert
deM), cela se traduit par la donnée d�un champ de vecteurs V (x) sur 
 (application C1 de

 dans Rn), avec X('(x)) = D'(x)V (x) en notant D' l�application tangente. En particulier
chaque vecteur ei de la base canonique de Rn, considéré comme champ de vecteurs constant,
donne le champ3

Ei('(x)) = D'(x)ei =
@'

@xi
(x) (1)

sur l�ouvert '(
) de M . En notant V (x) = Xi(x)ei la décomposition de V selon la base (ei)
de Rn on obtient la décomposition correspondante de X(m) selon la base (Ei(m)) de TmM

X('(x)) = Xi(x)Ei('(x)) .

À un champ de vecteurs X sur M est associé le système di¤érentiel autonome

0(t) = X((t)) , (0) = m ,

dont la solution (dé�nie pour t su¢ samment voisin de 0) est (t) = �t(m), �ot du champ
de vecteurs.
À un champ de vecteurs est associé en�n l�opérateur di¤érentiel du premier ordre sur M

Xu(m) =< Du(m); X(m) > ,

où u est une fonction C1 sur M , et son application tangente Du(m) est vue comme forme
linéaire sur l�espace tangent TmM . On a ainsi

(Xu)(�t(m)) =
d

dt
u(�t(m)) .

En coordonnées locales, u se traduit par u � ' et l�égalité précédente par

(Xu)('(x)) = < Du('(x)); D'(x)V (x) > (2)

= < D(u � ')(x); V (x) >
= Xi(x)@i(u � ')(x) ,

3De nombreux auteurs notent @i notre champ Ei sur l�ouvert de carte de M . Pour éviter les confusions,
on préfère ici réserver la notation @i pour @=@xi, c�est-à-dire pour le champ de vecteurs (constant) ei sur
l�ouvert 
 de Rn.
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en notant @i = @=@xi pour abréger4 . L�opérateur di¤érentiel X est donc traduit par l�opé-
rateur Xi(x)@i sur l�ouvert 
 de Rn.
Le crochet [X;Y ] de deux champs de vecteurs X et Y sur M est dé�ni par

[X;Y ]u = X(Y u)� Y (Xu) , u 2 C1(M) .

C�est encore (l�opérateur di¤érentiel associé à) un champ de vecteurs sur M . On a par
exemple, avec les notations de (1),

[Ei; Ej ] = 0 ,

conséquence immédiate du théorème de Schwarz [@i; @j ] = 0 sur Rn. Plus généralement, si
Xi(x)@i et Y j(x)@j sont les écritures respectives de X et Y en coordonnées locales, celle de
[X;Y ] est �

Xi@iY
j � Y i@iXj

�
(x)@j .

2.2 Métrique riemannienne

C�est la donnée d�une forme quadratique dé�nie positive gm sur chaque espace tangent
TmM , fonction C1 du point m. On note souvent

gm(X;X) = kXk2m , gm(X;Y ) =< X;Y >m

la norme et le produit scalaire associés de X;Y 2 TmM . En coordonnées locales (xi), on
écrira X = XiEi, Y = Y jEj , d�où

gm(X;Y ) = gij(x)X
iY j avec m = '(x) , gij(x) = gm(Ei; Ej) ,

les gij = gji étant des fonctions numériques C1 sur l�ouvert 
. On note traditionnellement
dx = (dx1; : : : ; dxn) un vecteur de Rn, et

ds2 = gij(x)dx
idxj

= g'(x)(D'(x)dx;D'(x)dx) = kD'(x)dxk2'(x)

cette expression de la métrique dans la carte '.
Dans toute la suite on suppose M munie d�une métrique riemannienne g. On dit alors

que c�est une variété riemannienne.
La longueur d�un arc paramétré t 7! (t) de M , avec a � t � b, est donnée par

`() =

Z b

a

k0(t)k(t) dt .

L�expression
d(m; p) = inf


`() ,

où la borne inférieure porte sur l�ensemble des arcs joignant les points m et p de M , dé�nit
une distance sur M .
Une variété riemannienne possède une mesure canonique (ou volume) d�, dont l�expres-

sion dans une carte ' estZ
M

u d� =

Z



u('(x))
q
det(gij(x))dx

1 : : : dxn

pour toute fonction u sur M à support dans l�ouvert de carte '(
).

4Noter la position des indices, qui permet d�utiliser la convention d�Einstein.
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2.3 Connexion riemannienne

Sur une variété quelconque, la notion de champ de vecteurs constant n�a, a priori, aucun
sens : si, par exemple, les composantes Xi(x) du champ sont constantes dans un certain
système de coordonnées locales, il n�y a aucune raison qu�elles le soient encore dans un autre
système. La notion de connexion apporte un remède partiel à cette di¢ culté : c�est l�outil
in�nitésimal permettant, comme on va voir, de comparer entre eux des vecteurs tangents en
deux points di¤érents de la variété M .
Sur une variété riemannienne M il existe une unique application (la connexion rieman-

nienne, ou connexion de Levi-Civita) qui à deux champs de vecteurs X et Y sur M (de
classe C1) associe un champ de vecteurs C1 sur M noté rXY , telle que
(i) rXY �rYX = [X;Y ]
(ii) X(< Y;Z >) =< rXY; Z > + < Y;rXZ >

pour tous champs de vecteursX;Y; Z. Dans (ii), les produits scalaires < :; : > sont évalués en
un point m quelconque de M et, au premier membre, l�opérateur di¤érentiel X est appliqué
à la fonction numérique m 7!< Y (m); Z(m) >m sur M . Une interprétation géométrique de
cette condition sera donnée à la �n de 2.4.
La preuve d�existence et d�unicité de la connexion s�obtient facilement, en observant que

(i) et (ii) entraînent l�égalité

2<rXY;Z >=< [X;Y ]; Z > + < [Z;X]; Y > + < [Z; Y ]; X > +

X(< Y;Z >) + Y (< Z;X >)� Z(< X;Y >) . (3)

Notons comme plus haut Ei les champs de vecteurs associés aux @i dans une carte locale
(xi) sur un ouvert 
, et dé�nissons les coe¢ cients �ijk par

rEjEk = �ijkEi .

Les �ijk sont des fonctions C
1 sur 
, appelées symboles de Christo¤el. Comme [Ei; Ej ] = 0

on a �ijk = �ikj d�après (i). Plus généralement, si X = XiEi et Y = Y jEj on peut alors
déduire de (3) les égalités

rXY =
�
Xj@jY

i + �ijkX
jY k

�
Ei , (4)

�ijk =
1

2
gil (@jgkl + @kglj � @lgjk) , (5)

où gil désigne l�élément à la i-ième ligne et l-ième colonne de la matrice inverse de celle des
gij . La connexion riemannienne est donc entièrement explicitée à l�aide de la métrique.

2.4 Transport parallèle

Soit t 7! (t) , 0 � t � a, un arc paramétré d�une variété riemannienne M (munie de sa
connexion de Levi-Civita r). Un champ de vecteurs Y sur M est dit parallèle le long de 
si �

r0(t)Y
�
((t)) = 0 . (6)

Cette dé�nition a bien un sens, bien que le champ de vecteurs tangents 0(t) ne soit a priori
dé�ni qu�aux points de l�arc . Soit en e¤et x(t) = (xi(t)) l�écriture de  dans une carte '
de M , i.e. (t) = '(x(t)) ; l�équation (6) s�écrit, d�après (4),

d

dt
(Y i(x(t)) + �ijk(x(t))

dxj

dt
(t)Y k(x(t)) = 0 . (7)

Ce système di¤érentiel linéaire en les fonctions Y i(x(t)) admet une solution unique pour
toute valeur initiale donnée Y i(x(0)) = Y io .
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Étant donné un vecteur tangent Yo à M en (0), on peut donc dé�nir son transport
parallèle le long de  en résolvant le système (7) avec Yo pour donnée initiale5 . Soit Yt = � tYo
la solution. L�application � t est un isomorphisme entre les espaces vectoriels tangents à M
aux points (0) et (t). On voit ainsi que la connexion deM permet de comparer des vecteurs
tangents en deux points di¤érents, à condition de choisir un arc joignant ces points. Mais le
résultat dépendra en général de ce choix (voir §2.6).
Inversement, on peut retrouver la connexion si on connaît le transport parallèle. Soient

en e¤et X;Y deux champs de vecteurs sur M , m 2M , et supposons X(m) 6= 0. En notant
�t le �ot de X et � t le transport parallèle de m à �t(m) le long de l�arc t 7! �t(m) (courbe
intégrale de X issue de m), on peut montrer ([H1] p.41) que

Y (�t(m)) = � t
�
Y (m) + t(rXY )(m) +O(t2)

�
, (8)

soit encore

(rXY )(m) =
d

dt

�
��1t (Y (�t(m))

�����
t=0

.

En�n la propriété (ii) de la connexion riemannienne revient à dire que le transport
parallèle préserve le produit scalaire des vecteurs tangents, i.e. réalise une isométrie entre les
espaces tangents en deux points de M .

2.5 Géodésiques

Un arc  de la variété riemannienne M est dit une géodésique si son champ de vecteurs
tangents 0 est parallèle le long de , c�est-à-dire6

r0(t)0(t) = 0 .

D�après (7) cela se traduit en coordonnées locales (xi) par le système d�équations di¤éren-
tielles non linéaires du second ordre

d2xi

dt2
+ �ijk(x)

dxj

dt

dxk

dt
= 0 . (9)

Ce sont aussi les équations d�Euler du calcul des variations pour rechercher les extrémales
de la longueur `() (§2.2) et les géodésiques, dé�nies comme des lignes �aussi droites que
possible�, peuvent aussi être caractérisées (au moins localement) comme plus courts chemins
entre les points de M .
Soit m un point �xé de M . Il existe un voisinage ouvert convexe V de 0 dans l�espace

tangent TmM tel que, pour tout X 2 V, le système di¤érentiel

r0(t)0(t) = 0 , (0) = m , 0(0) = X

admette une solution maximale unique, notée provisoirement X(t), et dé�nie au moins pour
0 � t � 1 (géodésique issue de m et de direction X). On note7

ExpmX = X(1) .

On a alors
d(m;ExpmX) = kXkm . (10)

5On a supposé ici l�arc  tout entier contenu dans l�ouvert de carte '(
). Quitte à fractionner l�intervalle
en t, on peut toujours se ramener à ce cas.

6Cette équation a un sens bien que le champ de vecteurs 0(t) ne soit dé�ni que le long de la courbe (t),
comme le montre l�écriture (9) en coordonnées locales.

7Si G est un groupe de Lie muni d�une structure riemannienne, l�application Exp (qui donne les géodé-
siques) est en général distincte de l�application exponentielle exp du groupe (qui donne les sous-groupes à
un paramètre). Voir [H1] p.148.
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L�application Expm est un di¤éomorphisme C1 de V sur un voisinage de m dans M (ap-
plication exponentielle de M en m), et son application tangente DExpm(0) à l�origine est
l�identité de l�espace TmM . En�n, par homogénéité du problème et unicité de sa solution,

Expm tX = X(t) ,

ce qui permet d�abandonner la notation X .
Il résulte de (10) que la fonction

x 7�! d(m;x)2 , resp. x 7�! d(m;x) ,

est de classe C1 sur un voisinage, resp. un voisinage pointé, de m dans M .

Soit E1; : : : ; En une base de l�espace tangent TmM . L�application

(x1; : : : ; xn) 7�! Expm(x
iEi)

est donc une carte locale de M au voisinage de m. Dans un tel système de coordonnées
géodésiques les équations xi(t) = tui, où (ui) 2 Rn est donné, dé�nissent donc une géodésique
d�origine m, d�où

�ijk(tu)u
juk = 0

d�après (9). On peut déduire de là, à l�aide de (5), les relations

�ijk(0) = 0 , @igjk(0) = 0 , et gjk(x)x
j = gjk(0)x

j (11)

pour tout x voisin de 0 dans Rn.

Coordonnées géodésiques polaires. Pour l�analyse radiale autour de m sur M , nous
utiliserons une légère variante des coordonnées géodésiques. Soit Sm la sphère unité kXkm =
1 de TmM . L�application

(r;X) 7�! Expm rX

est, pour " > 0 assez petit, un di¤éomorphisme de ]0; "[�Sm sur un voisinage pointé de m
dans M . Si � = (�1; : : : ; �n�1) 7! X(�) est un système de coordonnées sur un ouvert de Sm
(coordonnées sphériques euclidiennes), l�application

(r; �) 7�! Expm rX(�)

est alors un di¤éomorphisme entre un ouvert de R� Rn�1 et un ouvert deM , appelé système
de coordonnées géodésiques polaires. La métrique s�écrit dans ces coordonnées

ds2 = dr2 + g��(r; �) d�
�d�� , (12)

avec sommation de 1 à n � 1 seulement sur les indices grecs �; �. En e¤et les courbes �
constant sont des géodésiques issues de m, et le coe¢ cient de dr2 est 1 à cause de (10) ; l�ab-
sence de termes en drd�� vient de l�orthogonalité des sphères r constant avec les géodésiques
issues de leur centre.

2.6 Courbure riemannienne

On a vu que le transport parallèle � d�un point à un autre de M se dé�nit en choisissant
un chemin  qui joint ces deux points. Mais � dépend en général du choix de . En d�autres
termes, si  est un chemin fermé d�origine et d�extrémité m 2 M , le transport le long de 
d�un vecteur tangent en m ne redonne pas en général le vecteur de départ.
Pour évaluer la di¤érence, considérons le cas simple suivant. Soient (xi) un système de

coordonnées locales au voisinage de m, et Ei les champs de vecteurs associés dé�nis au §2.1.
Prenons pour  l�image dansM du bord du carré 0 � x1 � ", 0 � x2 � ", x3 = : : : = xn = 0

8



de Rn. Si Z est un champ de vecteurs quelconque sur M , un calcul élémentaire basé sur (8)
donne ([H1] p.544), lorsque "! 0,

�Z(m)� Z(m) = "2 f(rE2rE1Z) (m)� (rE1rE2Z) (m)g+O("3)
= �"2R(E1; E2)Z(m) +O("3)

en notant
R(E1; E2) = rE1rE2 �rE2rE1 .

En général les rEi ne commutent pas, bien que les champs Ei commutent entre eux
([E1; E2] = 0).
Plus généralement, si

X = XiEi , Y = Y jEj , Z = ZkEk

sont trois champs de vecteurs arbitraires, le calcul de (rXrY �rYrX)Z conduit à intro-
duire l�expression

R(X;Y ) = rXrY �rYrX �r[X;Y ] . (13)

L�application Z 7! R(X;Y )Z ainsi dé�nie entre champs de vecteurs est appelée tenseur de
courbure de M . Son expression en coordonnées locales se déduit de (4) : on a

R(X;Y )Z = RijklX
kY lZjEi ,

avec
Rijkl = @k�

i
jl � @l�ijk + �mjl�ikm � �mjk�ilm . (14)

D�après (5) les Rijkl s�expriment donc à l�aide des dérivées partielles d�ordre � 2 des coe¢ -
cients gij de la métrique.
Le tenseur de Ricci8 , dé�ni par

�(X;Y ) = tr (Z 7�! R(Z;X)Y )

pour tous champs de vecteurs X;Y surM , véri�e �(X;Y ) = �(Y;X). En coordonnées locales
on a

�(X;Y ) = �ijX
iY j , avec �ij = R

k
jki .

Les relations entre courbure et métrique sont particulièrement simples à l�origine d�un
système de coordonnées géodésiques (§2.5). Notons

Rijkl = gimR
m
jkl .

On peut alors véri�er, en manipulant les relations (11) et (14), que

@i@jgkl(0) = @k@lgij(0)

Rijkl(0) = @j@kgil(0)� @i@kgjl(0)
�3 @i@jgkl(0) = Rikjl(0) +Rjkil(0) ,

d�où le développement limité, valable en coordonnées géodésiques,

gkl(x) = gkl(0)�
1

3
Rikjl(0)x

ixj +O(jxj3) (15)

qui met en évidence l�in�uence de la courbure sur la géométrie de M au voisinage de m.
Passons au déterminant : l�égalité classique

det(I +A) = 1 + trA+O(kAk2)

(di¤érentielle en I de la fonction det) conduit à

det (gkl(x)) = det (gkl(0))

�
1� 1

3
�ij(0)x

ixj +O(jxj3
�
. (16)

8Voir note 2.

9



2.7 Laplacien

Sur une variété riemannienne on a une notion de gradient : si u est une fonction C1 sur
M , le produit scalaire < :; : >m donné par la métrique permet d�identi�er la forme linéaire
Du(m) sur l�espace tangent TmM à un vecteur de cet espace lui-même, noté gradu(m). On
peut aussi dé�nir la divergence au point m d�un champ de vecteurs X surM comme la trace
de l�endomorphisme Y 7! (rYX)(m) de l�espace tangent ; ce nombre traduit la variation du
volume riemannien entraîné par le �ot de X.
L�opérateur de Laplace-Beltrami (ou laplacien) de M est l�opérateur di¤érentiel linéaire

du second ordre sur M dé�ni par

Lu = div gradu .

En coordonnées locales (xi) (quelconques), son expression est

Lu =
1p
det g

@j

�p
det g gjk@ku

�
= gjk

�
@j@ku� �ijk@iu

�
, (17)

où det g est le déterminant de la matrice (gij), et (gjk) est la matrice inverse. Le laplacien
d�une variété riemannienne est donc un opérateur elliptique. C�est un opérateur symétrique :
si u et v sont deux fonctions C1 sur M , l�une au moins à support compact, on aZ

M

Lu � v d� =
Z
M

u � Lv d�

où d� est la mesure riemannienne. On renvoie à [H2] p.242-247 pour plus de détails sur le
laplacien.
Notons encore l�expression suivante de L, où X1; : : : ; Xn sont des champs de vecteurs

sur M qui forment, en chaque point, une base orthonormale de l�espace tangent :

Lu =

nX
i=1

�
X2
i u� (rXiXi)u

�
. (18)

En e¤et Lu =
P
< Xi;rXi(gradu) > par dé�nition de la divergence, et l�égalité résulte de

la propriété (ii) de la connexion (§2.3).

Exemple. En coordonnées géodésiques la fonction

u(x) =
r2

2
=
1

2
gij(x)x

ixj =
1

2
gij(0)x

ixj

(cf. (10) et (11)) donne
@ku(x) = gik(0)x

i = gik(x)x
i ,

d�où

Lu(x) =
1p

det g(x)
@j

�p
det g(x) gjk(x)@ku(x)

�
=

1p
det g(x)

@j

�p
det g(x)xj

�
= n+

1

2
xj@j ln det g(x) ,

avec n = dimM . Par (16) on en déduit le développement limité

L

�
r2

2

�
= n� 1

3
�ij(0)x

ixj +O(jxj3) . (19)
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3 Variétés harmoniques

3.1 Partie radiale du laplacien

Soient toujours (M; g) une variété riemannienne de classe C1, L son laplacien et m un
point de M . Une fonction u, de classe Ck au voisinage de m, est dite radiale autour de m
s�il existe une fonction f sur un intervalle ]0; "[ telle que u(x) = f(r) (en notant r la distance
d(m;x)). Si X est un vecteur unitaire tangent en m, on a donc u(Expm rX) = f(r), et f
est de classe Ck.
Soient (r; �1; : : : ; �n�1) = (r; �) des coordonnées géodésiques polaires au voisinage de m,

où r parcourt un intervalle ]0; "[ et � un ouvert ! de Rn�1 (§2.5). Dans la suite on écrira,
par abus, u(x) = u(r; �), et u(x) = u(r) si u est radiale. D�après (12) la matrice de la forme
quadratique riemannienne, resp. sa matrice inverse, dans ces coordonnées est de la forme

(gij) =

�
1 0
0 (g��)

�
, resp. (gij) =

�
1 0
0 (g��)

�
,

avec 1 � i; j � n et 1 � �; � � n� 1, en a¤ectant comme toujours des indices supérieurs à
la matrice inverse. On a

det(gij) = det(g��) , noté g(r; �) ,

et la mesure riemannienne est

drd� =
p
g(r; �)drd�1 : : : d�n�1 ,

où
d� =

p
g(r; �)d�1 : : : d�n�1

est la mesure sur la sphère riemannienne Sm(r) de centre m et de rayon r.
Dans la suite on supposera toujours l�ouvert ! choisi tel qu�une intégrale sur la sphère

se calcule en intégrant en � sur ! entier ; c�est le cas si les Expm rX(�) (notations du §2.5)
décrivent, lorsque � parcourt !, le complémentaire d�un ensemble de mesure nulle sur la
sphère.
Le laplacien s�écrit alors, d�après (17), pour toute fonction u,

Lu =
1
p
g
@r(
p
g@ru) +

1
p
g
@�(
p
gg��@�u) ,

avec @� = @=@�� (et sommation en �; �). La deuxième partie de cette expression est le
laplacien associé à la métrique ds2 = g��(r; �) d�

�d�� , i.e. celui de la sphère Sm(r). Ces
termes disparaissent lorsque u est radiale, i.e. indépendante de �. L�exemple u(x) = r donne
immédiatement

Lr =
@r
p
g(r; �)p
g(r; �)

,

d�où la généralisation suivante de l�écriture classique du laplacien en coordonnées sphériques
sur Rn.

Proposition 1 En coordonnées géodésiques polaires autour de m on a, pour toute fonction
u et pour r > 0 assez petit,

Lu = @2ru+ Lr � @ru+ LS(r)u ,

où

Lr =
@r
p
g(r; �)p
g(r; �)

est la fonction (non nécessairement radiale) obtenue en calculant le laplacien de u(x) = r et
LS(r) est le laplacien de la sphère Sm(r) de centre m et de rayon r.
Si u est radiale autour de m on a LS(r)u = 0, et le laplacien se réduit alors à sa partie

radiale @2r + Lr � @r.
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3.2 Moyennes sphériques et variétés harmoniques

Si u est une fonction continue sur un voisinage de m dans M , on dé�nit ses moyennes
sphériques autour de m

Mmu(r) =
1

�m(r)

Z
Sm(r)

u d� ,

pour r > 0 assez petit, où �m(r) est la mesure (�aire�) de la sphère Sm(r) de centre m et
de rayon r dans M , pour la mesure riemannienne d� (induite par la métrique de M). On
dit que u véri�e la propriété de moyenne autour de m si

Mmu(r) = u(m)

pour tout r > 0 assez petit. Dans la suite on omettra les indices m lorsqu�aucune confusion
n�en résulte.
En coordonnées géodésiques polaires autour de m on a, d�après 3.1,

Mu(r) =
1

�(r)

Z
!

u(r; �)
p
g(r; �) d� .

On note parfoisMu(x) la moyenne de u, considérée comme fonction radiale de x au voisinage
de m, avec r = d(m;x). Le lemme suivant sera utile au chapitre 5.

Lemme 2 Soient u et v deux fonctions continues sur la variété M , l�une au moins étant
à support compact contenu dans un voisinage du point m sur lequel on peut utiliser les
coordonnées géodésiques polaires. AlorsZ

M

Mu(x) � v(x) d�(x) =
Z
M

u(x) �Mv(x) d�(x) ,

où d� est la mesure riemannienne de M .

Preuve. On aZ
M

Mu � v d� =

Z
R+�!

Mu(r)v(r; �0)
q
g(r; �0) drd�0

=

Z
R+�!�!

u(r; �)v(r; �0)
p
g(r; �)

q
g(r; �0)

1

�(r)
drd�d�0 ,

expression symétrique en u et v. �

Lemme 3 Soit u une fonction de classe C2 au voisinage de m. Pour r > 0 assez petit on a

�(r)(Mu)0(r) =

Z
S(r)

(u�Mu(r))Lr d� +
Z
B(r)

Lud� ,

où (:)0 est la dérivation par rapport à r, B(r) est la boule de centre m et de rayon r, et d�
la mesure riemannienne de M .

Dans l�écriture Lr la notation r désigne la fonction x 7! d(m;x). Partout ailleurs dans
les calculs elle désigne une valeur donnée du rayon.
Preuve. En coordonnées géodésiques polaires (r; �) au voisinage de m on a

�(r)Mu(r) =

Z
S(r)

u d� =

Z
!

u(r; �)
p
g(r; �) d� .

En dérivant sous le signe somme il vient

(�(r)Mu(r))0 =

Z
!

u@r
p
g d� +

Z
!

@ru
p
g d�

=

Z
S(r)

uLr d� +

Z
S(r)

@ru d� ,
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compte tenu de l�égalité
@r
p
g = Lr � pg

de la Proposition 1. Pour u = 1 on obtient en particulier

�0(r) =

Z
S(r)

Lr d� , (1)

d�où

�(r)(Mu)0(r) =

Z
S(r)

(u�Mu(r))Lr d� +
Z
S(r)

@ru d� .

Comme @ru est la dérivée normale de u sur la sphère S(r), le lemme en résulte par application
de la formule de Stokes. �

Théorème 4 ([RWW][S][W]) Soient m un point d�une variété riemannienne M de classe
C1, et L son laplacien. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe, sur un voisinage pointé de m dans M , une fonction harmonique radiale autour
de m, non constante.
(ii) La fonction Lr est radiale autour de m.
(iii) Le laplacien de toute fonction radiale autour de m est une fonction radiale autour de
m.
(iv) Toute fonction harmonique au voisinage de m a la propriété de moyenne autour de m .
(v) Le laplacien commute aux moyennes sphériques de centre m (et de rayon assez petit).
Lorsqu�elles sont véri�ées on a Lr = �0(r)=�(r) où �(r) est la mesure de la sphère Sm(r)

et, en coordonnées géodésiques polaires,
p
g(r; �) = �(r)�(�) où � est indépendant de r.

On dit alors que la variété M est harmonique au point m ; on dit que M est une variété
harmonique si elle l�est en chacun de ses points.
Preuve. L�équivalence de (ii) et (iii) est claire d�après la Proposition 1.
(ii) entraîne (i). Si Lr est fonction de r seul, la résolution de l�équation di¤érentielle en la
variable r �

u00(r) + Lr � u0(r) = 0
u(ro) = � , u0(ro) = � ,

où ro; � et � 6= 0 sont donnés, fournit une fonction u(r), harmonique radiale autour de m,
non constante.
(i) entraîne (ii). Soient à nouveau (r; �) des coordonnées géodésiques polaires au voisinage
de m. L�hypothèse (i) donne une solution non constante de l�équation di¤érentielle

u00(r) + (Lr)(r; �) � u0(r) = 0

sur un intervalle 0 < r < ". La dérivée u0(r) ne peut s�annuler en aucun point de cet
intervalle, sinon u serait constante par unicité de la solution. On en déduit

(Lr)(r; �) = �u
00(r)

u0(r)
,

fonction de r seul.
(ii) entraîne (iv). On a

R
S(r)

(u �Mu(r))Lr d� = 0 si Lr est constante sur les sphères de
centre m. Si de plus u est harmonique, le Lemme 3 donne (Mu)0(r) = 0 et la moyenne
sphérique Mu(r) est indépendante de r, nécessairement égale à u(m) comme on le voit en
faisant r ! 0.
(iv) entraîne (ii). Soit u une fonction harmonique. La propriété de moyenne et le Lemme 3
donnent Z

S(r)

uLr d� =Mu(r)

Z
S(r)

Lr d� ,
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ce qui s�écrit aussi Z
S(r)

u v d� = 0 , avec v = Lr �M(Lr)(r) .

Or il existe, pour chaque r > 0 �xé, une fonction harmonique u dont la restriction à la sphère
S(r) coïncide avec v ; cette fonction s�obtient en résolvant le problème de Dirichlet pour le
laplacien. Par suite

R
S(r)

v2 d� = 0, et v est identiquement nulle sur S(r). La fonction Lr
est donc constante sur chaque sphère de centre m (de rayon assez petit), d�où (ii).
(ii) entraîne (v). Si Lr est radiale on a �0(r) = Lr � �(r) d�après (1), soit encore

Lr =
�0(r)

�(r)
=
@r
p
g(r; �)p
g(r; �)

(Proposition 1), et le quotient
p
g(r; �)=�(r) est donc indépendant de r, ce qui justi�e la

dernière assertion du théorème. En notant �(�) ce quotient il vient, pour toute fonction u,

Mu(r) =
1

�(r)

Z
!

u(r; �)
p
g(r; �)d� =

Z
!

u(r; �)�(�)d� ;

par suite l�opérateur de moyenne commute à @r, et bien sûr à la multiplication par la
fonction radiale Lr. Comme la moyenne sur S(r) de LS(r)u est nulle on en déduit, grâce à
la Proposition 1,

MLu(r) =
�
@2r + Lr � @r

�
Mu(r) = LMu(r) .

(v) entraîne (ii). La commutation de L aux moyennes sphériques, appliquée à la fonction
radiale u = r, donne

MLr = LMr = Lr

et Lr est une fonction radiale. �
Remarque 1. Sur une variété harmonique, les fonctions harmoniques sont même caracté-
risées par la propriété de moyenne (au voisinage de chaque point). En e¤et, si Lr est une
fonction radiale, l�égalité du Lemme 3 (au point m) se réduit à

�m(r)@rMmu(r) =

Z
Bm(r)

Lud� ,

pour toute fonction u de classe C2 sur M . Si de plus u véri�e la propriété de moyenne,
l�intégrale de droite est donc nulle pour tout m et tout r assez petit, d�où Lu = 0 partout.
On trouvera dans [W] §6.11 une étude plus détaillée de la propriété de moyenne, en liaison
avec un développement de Mu(r) selon les puissances de r.
Remarque 2. Si M est harmonique on voit, en reprenant la preuve de (ii) entraîne (i),
que la fonction

u(r) = a

Z b

r

dt

�(t)

(où a et b sont des constantes) est harmonique radiale. Comme �(r) s �or
n�1 lorsque r

tend vers 0, où �o = 2�n=2=�(n=2) est la mesure euclidienne de la sphère unité de Rn, on a
u(r) s 1=rn�2 en prenant a = (n � 2)�o, ce qui donne une solution élémentaire radiale du
laplacien.

Une variété riemannienne est dite variété d�Einstein si

� = �g ,

où g est le tenseur métrique, � le tenseur de Ricci et � une constante.
Une variété riemannienne M est dite isotrope si, pour tout m 2 M et tous vecteurs

unitaires X;Y tangents enm àM , il existe une isométrie deM qui conservem et transforme
X en Y (on considère là bien sûr la transformation linéaire de l�espace tangent donnée par
la di¤érentielle en m de l�isométrie). Les variétés riemanniennes connexes et isotropes ont
été classées ([Wo] p.295). Ce sont :
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� les espaces euclidiens
� les espaces symétriques de type non compact et de rang un, i.e. les espaces hyper-
boliques Hn(F) (où F est le corps des réels, des complexes, ou des quaternions) ou
l�espace hyperbolique exceptionnel H2(O) construit sur les octaves de Cayley

� les espaces symétriques de type compact et de rang un, i.e. les sphères ou les espaces
projectifs Pn(F) ou l�espace projectif exceptionnel P 2(O).

Théorème 5 Soit une variété riemannienne de classe C1.
(i) Si elle est isotrope, elle est harmonique.
(ii) Si elle est harmonique de dimension au moins 3, elle est d�Einstein.

Preuve. (i) Notons K le groupe des isométries de M qui conservent un point donné m.
Pour x 2M et k 2 K on a d(m; k � x) = d(m;x), et toute fonction radiale est K-invariante.
La réciproque est vraie si M est isotrope : si X 2 TmM est un vecteur unitaire donné, tout
point x de M assez voisin de m peut alors s�écrire

x = Expm r(k �X) = k � Expm rX , avec r = d(m;x) .

Si u est une fonction K-invariante on a donc

u(x) = u (Expm rX) ,

fonction de r seul, et u est radiale autour de m.
Le laplacien L deM est invariant par toute isométrie. Si u est radiale, donc K-invariante,

la fonction Lu est K-invariante, donc radiale.
(ii) Le tenseur de Ricci et le laplacien sont notamment liés par l�égalité (19) de 2.7

L

�
r2

2

�
= n� 1

3
�ij(0)x

ixj +O(jxj3) ,

valable en coordonnées géodésiques (xi) au voisinage d�un point m de M pris pour origine.
SiM est harmonique en m cette expression est radiale autour de m ; les termes d�ordre deux
sont donc proportionnels à r2 = gij(0)xixj , d�où

�ij(0) = �gij(0) , 1 � i; j � n .

Si M est harmonique on a donc �(m) = �(m)g(m) en tout point m ; le facteur � est alors
nécessairement constant sur M si dimM � 3 : voir une preuve dans [KN] vol. I, p.292, à
l�aide des identités de Bianchi sur la courbure. �

Peut-on classer les variétés harmoniques ? En existe-t-il de non isotropes ? Pour un aperçu
rapide sur cette question (soulevée par A. Lichnérowicz), voir §1 ci-dessus. Le principal outil
développé pour l�aborder est la recherche de conditions nécessaires sur la courbure, que doit
satisfaire toute variété harmonique. Le Théorème 5 (ii) ne donne que la première de ces
conditions, les suivantes s�obtiendraient en poussant au-delà de l�ordre deux le développe-
ment limité de L(r2=2), ou mieux en faisant appel à la notion de champ de Jacobi (voir [Be]
p.160 sq., ou [W] p.228 sq. où sont signalées quelques erreurs dans [Be]).
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4 Géométrie des espaces de Damek-Ricci

Pour motiver les constructions qui vont suivre, rappelons brièvement la structure des
espaces riemanniens symétriques de type non compact. Objet de nombreux travaux, ces
espaces sont maintenant bien connus ([H1][H2][H3]). Ce sont les espaces homogènes M =
G=K, où G est un groupe de Lie semi-simple réel (connexe, non compact et de centre �ni)
et K un sous-groupe compact maximal. Le groupe G agit naturellement sur M , et K est le
stabilisateur de l�origine o = K (classe de l�élément neutre). Une métrique riemannienne G-
invariante sur M s�obtient en prenant un produit scalaire euclidien K-invariant sur l�espace
tangent ToM (il en existe grâce à la compacité de K), et en le transportant en tout point
de M par l�action transitive de G ; la cohérence de cette dé�nition est assurée par la K-
invariance du produit scalaire initial.
Par la théorie des groupes semi-simples, le groupeG admet par ailleurs une décomposition

d�Iwasawa G = NAK, où N est un sous-groupe nilpotent, A un sous-groupe abélien, et
NA = S un sous-groupe résoluble de G ; la dimension de A est le rang de M (ou de G).
L�application ' : x = na 7! xK = naK est donc un di¤éomorphisme de S sur M = G=K,
qui transforme la translation à gauche de S dé�nie par un élément x 2 S en l�action naturelle
sur M de l�élément x 2 G. En transportant par '�1 la métrique de M on munit donc le
groupe S d�une structure riemannienne invariante par les translations à gauche, et l�étude
de M comme variété riemannienne pourra ainsi s�e¤ectuer en oubliant G et K. Ceci ouvre
la voie à une généralisation que l�on va détailler lorsque dimA = 1 ; voir [CDKR2] pour
une exploitation systématique de ce point de vue, et le chapitre 6 ci-dessous pour une
comparaison détaillée avec le point de vue classique sur G=K.

4.1 Groupes et algèbres de type Heisenberg

Soit n une algèbre de Lie réelle de dimension �nie, nilpotente d�ordre deux (c�est-à-dire
[n; n] 6= 0 et [n; [n; n]] = 0), de centre z. On a donc [X;X 0] 2 z et [X;Z] = 0 pour tous
X;X 0 2 n et tout Z 2 z. On suppose de plus n munie d�un produit scalaire euclidien < :; : >,
et on note v l�orthogonal de z dans n. Ainsi

n = v� z , [v; v] � z , [v; z] = 0 et [z; z] = 0 .

Pour Z 2 z soit JZ : v! v l�application linéaire dé�nie par

< JZV; V
0 >=< Z; [V; V 0] > , (1)

pour tous V; V 0 2 v. On suppose en�n que, pour tous Z 2 z, V 2 v,

J2ZV = �kZk
2
V , (2)

où k:k est la norme dé�nie par le produit scalaire. On dit alors que n est une algèbre de type
Heisenberg. Dans la suite on notera p = dim v et q = dim z � 1.
L�exemple fondamental est l�algèbre de Heisenberg proprement dite, formée des matrices

(v; w; z) =

0BBBBB@
0 v1 � � � vk z

w1

(0)
...
wk
0

1CCCCCA , v; w 2 Rk , z 2 R ,

avec pour crochet de Lie le commutateur des matrices, et le produit scalaire canonique de
l�espace Rk � Rk � R. On a ici p = 2k, q = 1, et

J(0;0;z)(v; w; 0) = z(�w; v; 0) .

Il y a bien d�autres exemples. En général, la condition (2) montre que p est toujours pair,
car JZ dé�nit, pour Z unitaire, une structure complexe sur v. De plus (2) revient à dire que
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l�application Z 7! JZ dé�nit une représentation de l�algèbre de Cli¤ord de z sur l�espace v.
On peut déduire de là ([BTV] p.22, [Ka] p.150) que, pour q � 1, il existe une algèbre de
type Heisenberg n = v� z avec dim v = p, dim z = q, si et seulement si p; q sont les valeurs
du tableau suivant, où a � 0 et b � 1 sont des entiers arbitraires :

q
p

8a+ 1 8a+ 2 8a+ 3 8a+ 4 8a+ 5 8a+ 6 8a+ 7 8a+ 8
24a+1b 24a+2b 24a+2b 24a+3b 24a+3b 24a+3b 24a+3b 24a+4b

Noter que p est toujours multiple de 4, sauf peut-être si q = 1.

De (1) et (2) on déduit aisément les relations

< JZV; JZ0V
0 > + < JZ0V; JZV

0 >= 2 < Z;Z 0 >< V; V 0 > (3)

[V; JZV ] = kV k2 Z (4)

kJZV k = kZk � kV k (5)

pour tous V; V 0 2 v et Z;Z 0 2 z. En e¤et

< JZV; JZV >=< Z; [V; JZV ] >= � < Z; [JZV; V ] >
= � < J2ZV; V >= kZk

2 kV k2 ,

d�où (5) et, en polarisant en Z,

< JZV; JZ0V >=< Z;Z
0 > kV k2 =< Z 0; [V; JZV ] > ,

d�où (4) ; (3) s�obtient en polarisant encore en V .
En�n on a

[n; n] = [v; v] = z ,

sinon il existerait un Z 6= 0 orthogonal à tous les [V; V 0], en contradiction avec (1) et (2).

Le groupe de Lie N (connexe et simplement connexe) d�algèbre de Lie n est dit groupe
de type Heisenberg. Comme n est nilpotente l�application exponentielle exp : n ! N est un
di¤éomorphisme global et on a, par la formule de Campbell-Hausdor¤,

expX � expX 0 = exp

�
X +X 0 +

1

2
[X;X 0]

�
, X;X 0 2 n ,

les crochets d�ordre supérieur étant nuls. En traduisant sa loi de groupe dans la carte expo-
nentielle, on peut donc réaliser N comme l�espace v� z muni de la multiplication

(V;Z) � (V 0; Z 0) =
�
V + V 0; Z + Z 0 +

1

2
[V; V 0]

�
.

Nous ne développons pas ici la géométrie et l�analyse sur N ; voir par exemple [BTV]
chap.3, [DR2] §3.

4.2 Les groupes S = NA

Soit n une algèbre de type Heisenberg et soit a l�algèbre de Lie (triviale) de dimension
1, munie d�un produit scalaire ; on écrira a = RH, où H est un vecteur unitaire de a. On
dé�nit l�algèbre de Lie s comme l�espace vectoriel réel

s = n� a = v� z� a ,

de dimension n = p+ q + 1, muni d�un crochet de Lie tel que

[H;V ] =
1

2
V , [H;Z] = Z
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pour tous V 2 v, Z 2 z, et d�un produit scalaire qui étend ceux de n et a, avec n et a
orthogonaux. L�hypothèse [H;Z] = Z est en fait inutile : elle résulte de [H;V ] = V=2,
[v; v] = z et de l�identité de Jacobi pour le crochet.
Notons (V;Z; t) l�élément V + Z + tH de s. Par linéarité on a donc, pour V; V 0 2 v,

Z;Z 0 2 z et t; t0 2 R,

[(V;Z; t); (V 0; Z 0; t0)] =

�
1

2
(tV 0 � t0V ); tZ 0 � t0Z + [V; V 0]; 0

�
(6)

et
< (V;Z; t); (V 0; Z 0; t0) >=< V; V 0 > + < Z;Z 0 > +tt0 . (7)

D�après (6) on a
[s; s] = n , [n; n] = z , [z; z] = 0 ,

et s est une algèbre de Lie résoluble.

Dé�nition 6 On appelle espace de Damek-Ricci le groupe de Lie S = NA (connexe et
simplement connexe) dont l�algèbre de Lie est s = n � a avec le crochet (6), muni de la
métrique riemannienne invariante à gauche dé�nie par le produit scalaire (7) sur s.

On peut réaliser le groupe S comme v� z� R, muni de la multiplication

(V;Z; t) � (V 0; Z 0; t0) =
�
V + et=2V 0; Z + etZ 0 +

et=2

2
[V; V 0]; t+ t0

�
, (8)

avec V; V 0 2 v, Z;Z 0 2 z, t; t0 2 R ; l�élément neutre est (0; 0; 0).
En e¤et S est un produit semi-direct de N par A : comme [H;V ] = V=2 et [H;Z] = Z,

l�application adH de crochet par H est diagonalisée dans la décomposition s = v� z� a, et
l�action de at = exp tH 2 A sur N s�écrit

at(V;Z)a
�1
t = et adH(V;Z) =

�
et=2V; etZ

�
;

N = v� z est ici réalisé comme en 4.1. Par suite

(V;Z)at(V
0; Z 0)at0 = (V;Z)(et=2V 0; etZ 0)atat0

=

�
V + et=2V 0; Z + etZ 0 +

et=2

2
[V; V 0]

�
at+t0 ,

ce qui donne (8).
La notation (V;Z; t) = (V;Z)at désigne donc l�élément exp(V + Z) exp tH de S. Plus

généralement, l�application exponentielle exp : s! S est donnée par

exp(V + Z + tH) =

�
2

t
(et=2 � 1)V; 1

t
(et � 1)Z; t

�
([BTV] p. 81). Au premier membre V + Z + tH est un élément de l�algèbre de Lie s, au
second �gure un élément de S identi�é à v � z � R. Cette égalité se montre aisément en
remplaçant X = V +Z+ tH par sX = sV + sZ+ stH : si f(s) est la valeur correspondante
du second membre, on véri�e à l�aide de la loi (8) que f(s)f(s0) = f(s+s0) et que f 0(0) = X.
L�application exponentielle est un di¤éomorphisme global de s sur S.

Métrique riemannienne de S. La métrique invariante à gauche s�exprime aisément dans
ce modèle. D�après (8), la di¤érentielle à l�origine o = (0; 0; 0) de la translation à gauche Lx
par x = (V;Z; t) 2 S s�écrit

(DoLx) (�V; �Z; �t) =

�
et=2�V; et�Z +

et=2

2
[V; �V ]; �t

�
,
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où (�V; �Z; �t) est un vecteur tangent en o. Si (dV; dZ; dt) est tangent en x, on le ramène à
l�origine en

(DoLx)
�1
(dV; dZ; dt) =

�
e�t=2dV; e�t

�
dZ � 1

2
[V; dV ]

�
; dt

�
,

et l�invariance de la métrique donne

k(dV; dZ; dt)k2x =
(DoLx)�1 (dV; dZ; dt)2

o
,

ce qui s�écrit encore

ds2 = dt2 + e�t kdV k2 + e�2t
dZ � 12 [V; dV ]

2 (9)

(où la norme est donnée par le produit scalaire (7) sur s = ToS). L�expression générale de
la distance de deux points de S sera donnée en (21) plus bas.
La mesure canonique de S s�en déduit en calculantp

det g(x) =
��det(DoLx)�1�� ,

ce qui est immédiat, la matrice de (DoLx)�1 étant triangulaire. On obtient la mesure

dx = e�2�tdV dZdt , (10)

où9 2� = trs adH = (p=2) + q est la �dimension homogène� de n, et dV; dZ; dt sont ici
les mesures de Lebesgue respectives de v, z et R. On peut aussi véri�er directement que la
mesure (10) est invariante par les translations à gauche sur S dé�nies par (0; 0; to), (Vo; 0; 0)
et (0; Zo; 0), donc est une mesure de Haar à gauche sur le groupe S. On verrait de même
que dV dZdt est une mesure de Haar à droite sur S.

Remarque. Soit G = NAK une décomposition d�Iwasawa d�un groupe de Lie semi-simple
connexe, non compact, de centre �ni et de rang un. Soient B la forme de Killing de l�algèbre
de Lie g de G, � l�involution de Cartan, g� et g2� (de dimensions respectives p et q) les
espaces propres dé�nis par les racines � et 2� ; sur tout ceci, voir [H1] chap. 6. La composante
nilpotente N est alors (si q 6= 0) un groupe de type Heisenberg, en prenant v = g�, z = g2�
et le produit scalaire

< X;Y >= � 1

p+ 4q
B(X; �Y ) , X;Y 2 n

([D1] p.258 ; voir §6.1 ci-dessous pour plus de détails) ; on a ici JZV = [Z; �V ] d�après
l�invariance de la forme de Killing.
La composante résoluble NA de la décomposition d�Iwasawa de G est donc un espace de

Damek-Ricci. D�après la classi�cation des espaces symétriques G=K de type non compact
et de rang un, les dimensions p = dim g� et q = dim g2� sont alors10

q
p

[Hn(R)] Hn(C) Hn(H) H2(O)
[0] 1 3 7

[n� 1] 2(n� 1) 4(n� 1) 8

et celle de G=K est p+ q+1. On voit ainsi, en comparant avec le tableau des valeurs de p et
q pour le groupe de type Heisenberg le plus général (§4.1), que les groupes NA issus d�une

9La notation 2� (souvent remplacée par Q dans la littérature) permettra d�accorder, au chapitre 5, les
formules d�analyse avec celles du cas particulier des espaces hyperboliques. Cet accord n�est pas complet
cependant, par suite d�une convention di¤érente sur le choix de H (voir §6.1).
10Dans la suite, on laissera ici de côté le cas dégénéré (et bien connu par ailleurs) des espaces Hn(R), pour

lesquels q = 0.
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décomposition d�Iwasawa ne forment qu�une classe très particulière d�espaces de Damek-
Ricci, appelés symétriques. On trouvera dans [CDKR1] ou [CDKR2] une caractérisation de
cette classe par une condition algébrique sur les applications JZ .
En prenant q = 2 et p = 4 dans le tableau du §4.1 on obtient donc un espace de Damek-

Ricci non symétrique, de dimension minimale 4 + 2 + 1 = 7. L�algèbre de type Heisenberg
correspondante peut se réaliser en munissant v = R4 du crochet

[V; V 0] = (ab0 � ba0 + dc0 � cd0; ac0 � ca0 + bd0 � db0) 2 z = R2

(si V = (a; b; c; d) et V 0 = (a0; b0; c0; d0)), et n = R4 �R2 du produit scalaire canonique [D2].

4.3 Géodésiques

L�expression (9) de la métrique de S montre que ds2 � dt2. La droite t 7! (0; 0; t) est
donc la géodésique de vitesse initiale H issue de l�origine o = (0; 0; 0), c�est-à-dire

Expo tH = (0; 0; t) , t 2 R .

De plus d(o;Expo tH) = jtj, en accord avec (10) §2.5.
Ce résultat élémentaire su¢ t à obtenir toutes les géodésiques de S lorsque c�est un espace

symétrique, i.e. S = NA issu d�une décomposition G = NAK d�un groupe semi-simple de
rang un. En e¤etK est un groupe d�isométries de S qui conservent o, et il agit transitivement
sur les sphères centrées à l�origine dans l�espace tangent : si X 2 ToS est unitaire, il existe
k 2 K tel que X = k �H, et

Expo tX = k � Expo tH
donne la géodésique de vitesse initiale X issue de o. Par l�action transitive de G sur G=K
(ou l�action à gauche de S sur lui-même), on en déduit les géodésiques issues d�un point
quelconque de S.
Faute d�un tel groupe K, la recherche des géodésiques est plus délicate sur un espace

de Damek-Ricci général. On y parvient par un arti�ce inspiré de la technique classique de
�réduction à SU(1; 2)� ([H1] p.409 sq.), et où s�introduisent deux notions importantes :
sous-groupes totalement géodésiques, réalisation de S comme une boule unité.

Proposition 7 Soient M une variété riemannienne (munie de sa connexion r) et M 0 une
sous-variété de M telle que, pour tous champs de vecteurs T;U sur M 0, le champ rTU soit
encore un champ de vecteurs sur M 0. Alors M 0 est une sous-variété totalement géodésique
de M , i.e. toute géodésique de M tangente à M 0 en un point est une courbe de M 0 (et c�est
alors une géodésique de M 0 pour la métrique induite).

Preuve. Voir [H1] p.79-81, ou [KN] vol. 2 p.53-59.

Lemme 8 Soient V 2 v, Z 2 z (supposés unitaires) et W = JZV 2 v. Alors

so = RV � RW � RZ � RH

est une sous-algèbre de Lie de s, et le sous-groupe de Lie correspondant So de S est totalement
géodésique.

Preuve. La première assertion est immédiate, puisque

[H;Z] = Z , [H;V ] = V=2 , [H;W ] =W=2 , (11)

[Z; V ] = 0 , [Z;W ] = 0 , [V;W ] = Z ;

la dernière égalité se déduit de (4).
La deuxième assertion va résulter de la Proposition 7. Notons d�abord qu�il su¢ t, pour

l�appliquer à S, de véri�er son hypothèse pour des champs de vecteurs T et U invariants à
gauche sur S : si f et g sont deux fonctions sur S la dé�nition d�une connexion montre que

rf �T (g � U) = f � g � rTU + f � (Tg) � U ,
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et l�hypothèse sera véri�ée par f � T et g � U et, par linéarité, par des champs de vecteurs
quelconques.
Si X 2 s = ToS est tangent à l�origine, on note encore X le champ de vecteurs invariant

à gauche associé :
X(x) = (DoLx)X , x 2 S .

SiX;T; U sont trois champs invariants à gauche, leurs produits scalaires mutuels< X(x); T (x) >x
etc. sont constants par invariance de la métrique, et l�égalité (3) de 2.3 se réduit à

2<rXT;U >=< [X;T ]; U > + < [U;X]; T > + < [U; T ]; X > (12)

(qu�il su¢ t d�ailleurs d�écrire à l�origine, le champ rXT étant lui aussi invariant). Ceci
permet le calcul de rXT . On a par exemple, pour tous T;U ,

2 < rHT;U >=< [H;T ]; U > � < [H;U ]; T > + < [U; T ];H > .

Comme [s; s] = n est orthogonal à a, le dernier terme est nul. L�application T 7! [H;T ] étant
diagonalisée dans une base de v� z� a, l�expression < [H;T ]; U > est symétrique en T;U ,
d�où

rH = 0 . (13)

On véri�e de même, à l�aide de (12), les égalités

2rV V = 2rWW = rZZ = H , (13�)

2rV Z = �W , 2rWZ = V , 2rVW = Z .

Les autres rXT (pour X;T 2 so) s�en déduisent, compte tenu de rXT = rTX + [X;T ], et
la Proposition 7 montre que So est totalement géodésique dans S. �
Remarque. Il serait facile d�expliciter entièrement la connexion, et donc le tenseur de
courbure de S, en poursuivant ces calculs. Le résultat (rébarbatif) est donné dans [BTV]
p.84.

Soit alors X 2 s = ToS un vecteur tangent à l�origine, explicité sous la forme

X = voVo + zoZo + toH 2 v� z� a ,

avec vo; zo; to 2 R et Vo; Zo;H unitaires. La géodésique  de S dé�nie par (0) = o, 0(0) = X
s�obtiendra par les étapes suivantes :

1. D�après le Lemme 8,  est aussi une géodésique du sous-groupe So de S d�algèbre
so = RVo � RWo � RZo � RH, avec Wo = JZoVo.

2. Or so est isomorphe à la composante résoluble de la décomposition d�Iwasawa de
l�algèbre classique su(1; 2), et on peut identi�er la variété riemannienne So à l�espace
hyperbolique complexe H2(C) = Go=Ko, avec Go = SU(1; 2), Ko = S(U(1)� U(2)).

3. Dans la réalisation de H2(C) comme boule unité de C2, les géodésiques issues de
l�origine sont simplement les diamètres, d�où la géodésique  en remontant les étapes.

Théorème 9 ([CDKR1]) Soit X = V +Z + toH 2 s = v� z� a un vecteur unitaire. Dans
la réalisation de S comme v � z � R la géodésique  de l�espace de Damek-Ricci S = NA
dé�nie par (0) = o, 0(0) = X est donnée par

(r) = Expo(rX) =

�
2R(1� toR)

�
V +

2R2

�
JZV;

2R

�
Z; ln

1�R2
�

�
,

où R = th(r=2) et � = (1� toR)2 +R2 kZk2.
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Preuve. Esquissons les calculs, en renvoyant à [CDKR1] p.14-15 ou [BTV] p.90-94 pour
plus de détails. On rappelle que Go = SU(1; 2) est le groupe des matrices complexes 3�3 de
déterminant 1 qui préservent la forme jzoj2�jz1j2�jz2j2 sur C3. Son algèbre de Lie su(1; 2)
est constituée des matrices de la forme0@ �i(a1 + a2) x1 x2

x1 ia1 �y
x2 y ia2

1A ,

avec x1; x2; y 2 C, a1; a2 2 R, munie du crochet usuel des matrices. L�application

vVo + wWo + zZo + tH 7�! 1

2

0@ iz v � iw t� iz
v + iw 0 �v � iw
t+ iz v � iw �iz

1A , (14)

avec v; w; z; t 2 R, est d�après (11) un isomorphisme d�algèbres de Lie de so sur la composante
résoluble no � ao de l�algèbre su(1; 2). C�est même une isométrie, si on munit so du produit
scalaire induit par s et no � ao de celui construit à partir de la forme de Killing de su(1; 2)
comme expliqué au §6.1 ci-dessous (Proposition 27) : pour Y 2 su(1; 2) on a

�Y = �tY , kY k2� = �B(Y; �Y ) = 6 tr
�
Y tY

�
,

et notre assertion se véri�e sans di¢ culté.
Passons aux groupes. D�après (8) on peut réaliser So comme R4 muni de la multiplication

(induite par S) :

(v; w; z; t) � (v0; w0; z0; t0) =
�
v + et=2v0; w + et=2w0; z + etz0 +

et=2

2
(vw0 � wv0); t+ t0

�
.

Dans cette réalisation on a

(v; w; z; t) = (v; w; z; 0) � (0; 0; 0; t)
= exp(vVo + wWo + zZo) exp(tH) ,

où exp est l�application exponentielle de so sur So. En e¤ectuant les calculs correspondants
d�exponentielles de matrices dans SU(1; 2), on obtient l�analogue suivant de (14)

(v; w; z; t) 7�!

0@ 1 + (�=2) �=2 ��=2
�=2 1 ��=2
�=2 �=2 1� (�=2)

1A0@ ch(t=2) 0 sh(t=2)
0 1 0

sh(t=2) 0 ch(t=2)

1A , (15)

en notant � = v+ iw, � = (v2=4)+ (w2=4)+ iz. L�application (15) permet d�identi�er So au
sous-groupe résoluble NoAo de Go = SU(1; 2), puis à l�espace homogène Go=Ko = H2(C)
par la décomposition d�Iwasawa. Ce dernier se réalise comme la boule unité de C2

Bo =
�
(�1; �2) 2 C2 , j�1j2 + j�2j2 < 1

	
,

grâce à l�action naturelle de Go sur l�ouvert�
(zo; z1; z2) 2 C3 , jzoj2 � jz1j2 � jz2j2 > 0

	
,

suivie du passage au quotient �1 = z1=zo, �2 = z2=zo. En appliquant les matrices (15) au
point (zo; z1; z2) = (1; 0; 0), qui donne l�origine (0; 0) de Bo, on obtient le di¤éomorphisme

(v; w; z; t) 7�! (�1; �2) =

�
�

1 + et + �
;
�1 + et + �
1 + et + �

�
(16)

de So sur Bo, inversé par

v + iw = � =
2�1
1� �2

, z =
2 Im �2
j1� �2j2

, et =
1� j�1j2 � j�2j2

j1� �2j2
. (17)
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Si on munit Bo d�une métrique Go-invariante convenablement normalisée, ce di¤éomor-
phisme est une isométrie.
Comme les géodésiques issues de l�origine dans Bo = H2(C), paramétrées par la distance

r à l�origine, sont de la forme ([F] p.385)

�1(r) = a th cr , �2(r) = b th cr ,

avec a; b 2 C, jaj2 + jbj2 = 1 et c > 0, les formules (17) donnent la géodésique cherchée de S
sous la forme

(r) = (v(r)Vo + w(r)Wo; z(r)Zo; t(r)) 2 S .
Il n�y a plus qu�à choisir a; b; c pour que 0(0) soit le vecteur X donné d�où, par un calcul
élémentaire, a = vo, b = to + izo, c = 1=2 et le théorème. �

4.4 L�espace S comme boule unité

Soit (V;Z; t) un point de S. En écrivant V = vVo, Z = zZo, avec Vo et Zo unitaires �xés,
l�application (16) de 4.3 (avec w = 0) associe à (V;Z; t) le point (�1; �2) de la boule unité
Bo de C2 donné par

�1 =
v

1 + et + �
=

�
1 + et + 1

4v
2
�
v � izv�

1 + et + 1
4v
2
�2
+ z2

,

�2 =
�1 + et + �
1 + et + �

=

�
�1 +

�
et + 1

4v
2
�2
+ z2

�
+ 2iz�

1 + et + 1
4v
2
�2
+ z2

.

Soit B la boule unité ouverte de s. Ceci conduit à dé�nir globalement la transformation
de Cayley C : S ! B par

(V;Z; t) 7�! (V 0; Z 0; t0) = C(V;Z; t) ,

avec

V 0 =
(1 + �)V � JZV
(1 + �)

2
+ kZk2

, Z 0 =
2Z

(1 + �)
2
+ kZk2

, (18)

t0 =
�1 + �2 + kZk2

(1 + �)
2
+ kZk2

, avec � = et +
1

4
kV k2 .

On retrouve les formules précédentes si on identi�e Bo � R4 à l�intersection de B avec le sous-
espace de s engendré par V , JZV , Z etH. Sachant que J2ZV = �kZk

2
V , kJZV k = kZk�kV k

et que JZV est orthogonal à V , on véri�e que C est un di¤éomorphisme de S sur B, inversé
par

V = 2
(1� t0)V 0 + JZ0V 0

(1� t0)2 + kZ 0k2
, Z =

2Z 0

(1� t0)2 + kZ 0k2
, (19)

et =
1�R2

(1� t0)2 + kZ 0k2
, avec R =

q
kV 0k2 + kZ 0k2 + t02.

Notons en particulier les relations�
(1� t0)2 + kZ 0k2

��
(1 + �)

2
+ kZk2

�
= 4 (20)

1�R2 = 4et

(1 + �)
2
+ kZk2

.

On a ainsi un nouveau modèle de l�espace de Damek-Ricci, comme la boule unité B de
s = v� z�a munie de la métrique11 obtenue en transportant par la transformation C le ds2
invariant à gauche (9) de S. Ce modèle met en évidence plusieurs propriétés importantes.
11 Il serait sans doute intéressant d�expliciter cette métrique. Ce ne sera cependant pas utile ici.
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Théorème 10 ([DR1][DR2]) (i) Les géodésiques issues de l�origine de B sont les diamètres.
La distance riemannienne r du point (V 0; Z 0; t0) 2 B à l�origine est

r = ln
1 +R

1�R , i.e. R = th
r

2
, avec R =

q
kV 0k2 + kZ 0k2 + t02 .

Si X 2 s est unitaire, la géodésique Expo rX de S est donnée par

(V 0; Z 0; t0) = C(Expo rX) = th
r

2
�X .

(ii) En coordonnées géodésiques polaires (r; �) autour de l�origine sur B la mesure rieman-
nienne s�écrit

dx = 2p+q
�
sh
r

2

�p+q �
ch
r

2

�q
drd�o(�) ,

où d�o est la mesure euclidienne classique sur la sphère unité de s = Rp+q+1.
(iii) Les espaces de Damek-Ricci sont des variétés harmoniques.

Preuve. (i) Avec les notations du Théorème 9 et de sa preuve, le point

(�1(r); �2(r)) = th
r

2
� (vo; to + izo) 2 Bo � C2

s�identi�e maintenant à

th
r

2
� (voVo + zoZo + toH) = th

r

2
�X 2 B � s .

La transformation C étend l�application (v; w; z; t) 7�! (�1; �2) construite au Théorème 9,
d�où C(Expo rX) = (V

0; Z 0; t0) = th(r=2) �X = RX et le résultat.
(ii) Pour calculer la matrice jacobienne de la transformation (18), on la décompose en

(V;Z; t) 7�! (V;Z; �) 7�! (V 0; Z 0; t0) .

La première jacobienne est triangulaire inférieure, de déterminant et. Pour la seconde on
utilise la décomposition orthogonale z = z1 � RZ pour décomposer dZ, que l�on remplace
donc par dZ1 + Zdu, et on sépare les contributions de dV , dZ1, du et d� . On obtient ainsi
une matrice triangulaire supérieure par blocs dans la décomposition v � z1 � (RZ�R), ce
qui permet le calcul du déterminant (voir les détails dans [DR2] p.229, avec des notations
légèrement di¤érentes). Finalement

dV 0dZ 0dt0 = 2q+1
�
(1 + �)2 + kZk2

��2��1
dV dZd� .

En utilisant (20) et dV dZd� = etdV dZdt, la mesure canonique de S s�écrit d�après (10)

dx = 2n
�
1�R2

��2��1
dV 0dZ 0dt0

= 2n
�
1�R2

��2��1
Rn�1dRd�o(�)

en coordonnées sphériques (euclidiennes) (R; �) sur s. L�égalité R = th(r=2) donne le résultat
annoncé.
(iii) D�après (ii) le déterminant g(r; �) de la métrique est le produit d�une fonction de r
seul par une fonction des ��, donc Lr est une fonction radiale (Proposition 1) et B est
harmonique à l�origine (Théorème 4). Il en va de même pour S (isométrique à B), à l�origine
comme en tout autre point grâce à l�action transitive des translations à gauche. �

Corollaire 11 Pour tout point x de l�espace de Damek-Ricci S, l�application Expx est un
di¤éomorphisme de TxS sur S. Deux point distincts de S peuvent être joints par une unique
géodésique.
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Preuve. Par translation à gauche sur S, il su¢ t de considérer le cas où x (resp. l�un des
deux points donnés) est l�origine. Les assertions sont alors claires sur le modèle B (Théorème
10 (i)). �

Remarque 1. Dans S la distance d(x1; x2) de deux points quelconques x1 = (V1; Z1; t1) et
x2 = (V2; Z2; t2) est donnée par

4 sh2
d(x1; x2)

2
= 4 sh2

t1 � t2
2

+
e�t1 + e�t2

2
kV1 � V2k2+

+ e�t1�t2

 Z1 � Z2 + 12[V1; V2]
2 + kV1 � V2k416

!
. (21)

Par invariance à gauche de la métrique de S on a en e¤et d(x1; x2) = d(o; x) = r si x =
(V;Z; t) est tel que x1x = x2. Le Théorème 10 (i) donne, avec (20) et (18),

4 ch2
r

2
=

4

1�R2 = e
�t
�
1 + et +

1

4
kV k2

�2
+ e�t kZk2 ,

d�où (21) par des calculs faciles. On retrouve bien sûr l�expression (9) du ds2 en évaluant
par (21) la distance de deux points in�niment voisins (V;Z; t) et (V + dV; Z + dZ; t+ dt).
D�après (21) on a

d(x1; x2) � jt1 � t2j , (22)

avec égalité si et seulement si V1 = V2 et Z1 = Z2.
Il résulte aussi de (21) (avec x2 = o) qu�une fonction est radiale autour de o si et

seulement si elle est de la forme

f

 
e�t

�
1 + et +

1

4
kV k2

�2
+ e�t kZk2

!
. (23)

Remarque 2. D�après le Théorème 5, les espaces de Damek-Ricci sont des variétés d�Ein-
stein. Calculons, à titre d�exercice, la constante � telle que �ij = �gij .
Si L est le laplacien de l�espace (réalisé par la boule B) on a, par la Proposition 1 et le

Théorème 10 (ii),

L

�
r2

2

�
= 1 + r

@r
p
g(r; �)p
g(r; �)

= 1 + r

�
p+ q

2
coth

r

2
+
q

2
th
r

2

�
= (p+ q + 1) +

p+ 4q

12
r2 +O(r4)

au voisinage de l�origine. En coordonnées géodésiques (xi) cela s�écrit encore

L

�
r2

2

�
= n+

p+ 4q

12
gij(0)x

ixj +O(jxj4) ,

d�où � = �(p=4)� q en comparant avec (19) §2.7.

4.5 Symétrie géodésique et isométries

Soit s : ExpoX 7! Expo(�X) , X 2 s, la symétrie géodésique par rapport à l�origine o
de S ; c�est un di¤éomorphisme involutif de S sur lui-même. Dans le modèle B, la symétrie
est moins l�identité (Théorème 10 (i)) ; on a donc

C(s(x)) = �C(x) , x 2 S ,
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ce qui permet d�expliciter s grâce à (18) et (19). En notant s(V;Z; t) = (eV ; eZ;et) il vient
eV =

��V + JZV
�2 + kZk2

, eZ = �Z
�2 + kZk2

, (24)

e
et =

et

�2 + kZk2
, avec � = et +

1

4
kV k2 .

Soit t : S ! R la fonction dé�nie par la décomposition

x = n(x)at(x) = (V (x); Z(x); t(x))

d�un élément de S. Sur l�expression (24) de et = (t � s)(x) on véri�e les identités�
(t � s)(ax) = (t � s)(a) + (t � s)(x)
(t � s)(a) = � t(a) , (t � s)(na) = (t � s)(n�1a) (25)

pour a 2 A, x 2 S, et n 2 N .
La symétrie s conserve la mesure riemannienne. C�est immédiat sur le modèle B par le

Théorème 10 (ii), la mesure sphérique usuelle d�o étant invariante par passage à l�antipode.
On a donc, en revenant à S,

e�2�
etdeV d eZdet = e�2�tdV dZdt . (26)

Par translations à gauche dans S, on voit que s est une isométrie si et seulement si les
symétries géodésiques par rapport à tous les points sont des isométries, c�est-à-dire si S est
un espace symétrique. Seuls les espaces hyperboliques (§4.2), ont cette propriété.

Citons en�n, sans démonstration, la description du groupe des isométries de S obtenue
par Damek [D1]. Ce groupe contient évidemment S (agissant par les translations à gauche
Lx, x 2 S), ainsi que le groupe A(S) des automorphismes du groupe de Lie S dont la
di¤érentielle à l�origine o conserve le produit scalaire donné sur l�algèbre de Lie.

Théorème 12 Soit S un espace de Damek-Ricci non symétrique. Les isométries de S qui
conservent l�origine sont les éléments de A(S).

Une isométrie quelconque ' transforme o en x = '(o), d�où L�1x � ' 2 A(S) et le corollaire
suivant.

Corollaire 13 Sous l�hypothèse du théorème, le groupe des isométries de S est le produit
semi-direct S �A(S), où f 2 A(S) agit sur S par Lx 7! f � Lx � f�1 = Lf(x).

Le groupe A(S) généralise le groupe noté traditionnellement M en théorie des espaces sy-
métriques, mais il n�y a pas ici d�analogue du groupe K ; le groupe d�isométries de S est
aussi petit que possible.

4.6 Le groupe N comme frontière de S

Reprenons la transformation de Cayley C : S ! B de 4.4, di¤éomorphisme de S = NA
sur la boule unité ouverte B de s. En remplaçant partout et par a 2 R dans les formules
(18) et (19), on obtient un di¤éomorphisme

C : (V;Z; a) 7! (V 0; Z 0; t0)

de l�espace N � R = v � z � R (privé du paraboloïde Z = 0, � = �1) sur l�espace s (privé
du plan Z 0 = 0, t0 = 1). D�après (20) on a notamment

1�R2 = 4a

(1 + �)2 + kZk2
, avec R =

q
kV 0k2 + kZ 0k2 + t02 . (27)
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La restriction Co de C à l�hyperplan a = 0 est une projection stéréographique généralisée,
di¤éomorphisme de N � 0 = N sur la sphère unité @B de s (privée du point t0 = 1). Les
points de N peuvent ainsi être considérés comme points à l�in�ni de S : pour n 2 N on a

Co(n) = lim
t!�1

C(nat) 2 @B .

Noter aussi que limr!1 C(Expo rX) = X pour X 2 @B (Théorème 10 (i)).
La preuve du Théorème 10 (ii) donne le jacobien de C :

dV 0dZ 0dt0 = 2q+1
�
(1 + �)2 + kZk2

��2��1
dV dZda ,

avec � = a+
�
kV k2 =4

�
. Au premier membre, la mesure de Lebesgue dV 0dZ 0dt0 de s s�écrit

encore Rn�1dRd�o en coordonnées sphériques, où d�o est la mesure (euclidienne) sur la
sphère unité @B. Par restriction à R = 1, i.e. a = 0, il vient����@R@a (V;Z; 0)

���� d�o = 2q+1
 �

1 +
1

4
kV k2

�2
+ kZk2

!�2��1
dV dZ

d�où, à l�aide de (27), (25) et dn = dV dZ,

d�o = 2
qe2�(t�s)(n)dn = 2qPi�(n) dn (28)

(en anticipant sur la notation P� du noyau de Poisson introduite au §5.4).
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5 Analyse sur les espaces de Damek-Ricci

Dans ce chapitre on développe les principaux outils de l�analyse harmonique sur un
espace de Damek-Ricci S = NA. Par analyse harmonique, on entend la décomposition d�une
fonction �quelconque�sur S en une combinaison linéaire (intégrale) de fonctions propres du
laplacien L de S.
Nous commençons par le cas des fonctions radiales ; dans la suite, radial signi�era tou-

jours radial autour de l�élément neutre o de S. Comme S est une variété harmonique le
problème se réduit à une variable ; on voit, en explicitant la partie radiale de L, qu�il entre
dans le cadre de l�analyse des fonctions de Jacobi développée par Flensted-Jensen et Koorn-
winder [Ko]. Il n�y a plus qu�à en interpréter géométriquement les résultats (§5.1), ce qui
conduit à introduire la transformation intégrale d�Abel (§5.2) ; sa formule d�inversion su¢ -
rait d�ailleurs à retrouver les résultats fondamentaux de l�analyse harmonique radiale. Ces
outils permettent notamment de résoudre explicitement l�équation de la chaleur et celle des
ondes (§5.3).
Après avoir introduit le noyau de Poisson (§5.4), on peut en�n ramener au cas radial

celui des fonctions non radiales (§5.5) par une démarche analogue à celle utilisée pour les
espaces riemanniens symétriques ([H3] chap.3).
Ce chapitre est entièrement tiré de l�article fondamental [DR2] et des travaux qui ont

fait suite [ADY], [AMPS], [ACDi], [ADi], [Di],..., auxquels on renvoie pour des compléments.
Nous regrettons de n�avoir pu développer, faute de place, l�élégante approche générale de
l�analyse radiale dans [DR2]. Contentons-nous d�en citer les deux résultats suivants ; sans
être indispensables à la suite, ils en assurent cependant l�assise et la motivation.

1. Pour la convolution sur S :

(u � v)(x) =
Z
S

u(y)v(y�1x) dy ,

les fonctions intégrables radiales forment une algèbre de Banach commutative.

2. Les opérateurs di¤érentiels linéaires sur S qui commutent aux translations à gauche
de S et à la moyenne sphérique autour de l�origine sont les polynômes du laplacien L.

Notations. Rappelons les principales du chapitre précédent : x = nat = (V;Z; t) un élément
de S = NA, t = t(x), o = (0; 0; 0) l�élément neutre, 2� = (p=2) + q, n = p + q + 1; q � 1.
Le Corollaire 11 permet d�utiliser globalement sur S les coordonnées géodésiques polaires
autour de o. On note (par abus) u(x) = u(r) une fonction radiale sur S, avec r = d(o; x).
En�n s est la symétrie géodésique par rapport à o, et D l�espace des fonctions C1 à support
compact.

5.1 Analyse harmonique radiale

Fonctions sphériques. On appelle fonction sphérique sur S une fonction propre radiale '
du laplacien L, normalisée par '(o) = 1. Comme L est un opérateur di¤érentiel elliptique,
une telle fonction est analytique sur S.
La partie radiale du laplacien de S s�écrit (Proposition 1 et Théorème 10)

Lrad = @2r +

�
p+ q

2
coth

r

2
+
q

2
th
r

2

�
@r

= @2r +
�p
2
coth

r

2
+ q coth r

�
@r , r > 0 .

Le changement t = r=2 transforme 4Lrad en l�opérateur de Jacobi

L�;� = @2t + ((2�+ 1) coth t+ (2� + 1) th t) @t ,
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avec � = (p + q � 1)=2, � = (q � 1)=2. Comme p � 0 et q � 0 on a � � � � �1=2, ce qui
permet d�appliquer directement les résultats généraux de [Ko] p.6-9 sur l�analyse de Jacobi.
Les espaces de Damek-Ricci fournissent donc un cadre géométrique à ces résultats pour les
�; � ci-dessus.
Dans nos notations12 ils s�énoncent :

1. Pour chaque � 2 C il existe une unique fonction C1 radiale '� telle que

L'� = �
�
�2 + �2

�
'� et '�(0) = 1 . (1)

On a '� = '� si et seulement si � = ��. De plus

'�(r) = 2F1

�
�� i�; �+ i�; n

2
;� sh2 r

2

�
(2)

=
�
1� th2 r

2

���i�
2F1

�
�� i�; n

2
� �� i�; n

2
; th2

r

2

�
, (2�)

où 2F1 est la fonction hypergéométrique

2F1(a; b; c; z) =
1X
k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
,

avec (a)o = 1, (a)k = a(a + 1) � � � (a + k � 1) si k � 1 ; la fonction 2F1 est prolongée
analytiquement à C n [1;1[.

2. Pour Re(i�) = � Im� > 0 on a l�équivalent asymptotique

'�(r) s c(�)e(i���)r quand r !1 , (3)

avec

c(�) = 4��i�
�
�
n
2

�
�(2i�)

�(�+ i�)�
�
n
2 � �+ i�

� . (4)

Le passage de (2) à (2�) résulte d�une transformation classique des fonctions hypergéomé-
triques (changement de la variable z en z=(z � 1)). Les formules (3) et (4) se déduisent de
(2�), sachant que 2F1(a; b; c; z) tend vers

2F1(a; b; c; 1) =
�(c)�(c� a� b)
�(c� a)�(c� b)

lorsque z tend vers 1 par valeurs inférieures, si Re c > Re a+Re b et Re c > 0.

Transformation de Fourier sphérique. Connaissant les fonctions sphériques '� de S,
on peut dé�nir la transformée de Fourier sphérique d�une fonction radiale u sur S par

eu(�) =

Z
S

u(x)'�(x) dx (5)

=
2n�n=2

�(n=2)

Z 1

0

u(r)'�(r)
�
sh
r

2

�p+q �
ch
r

2

�q
dr ,

d�après le Théorème 10 (ii).
Soit D(S)rad l�espace des fonctions C1 sur S, radiales et à support compact. Pour

u 2 D(S)rad , l�intégrale eu(�) converge pour tout � 2 C et, par (1) et la symétrie du laplacien
(§2.7), fLu(�) = � ��2 + �2� eu(�) .
D�après [Ko] à nouveau, on a les deux théorèmes fondamentaux suivants.

12Prendre garde aux di¤érences de notations (facteur 2) avec les formules usuelles pour les espaces hyper-
boliques (cf §6.1).
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Théorème 14 (Paley-Wiener) La transformation de Fourier sphérique u 7! eu est une bi-
jection de D(S)rad sur l�espace des fonctions entières f de � 2 C, paires, pour lesquelles il
existe une constante A(f) � 0 telle que, pour tout entier k � 0,

sup
�2C

jf(�)j(1 + j�j)ke�A(f)j Im�j <1 .

De plus le support de u est contenu dans la boule d(o; x) � R si et seulement si eu véri�e ces
inégalités avec A(eu) � R.
On trouvera dans [Di1] une preuve plus géométrique de ce théorème, obtenue en travaillant
dans S, ainsi qu�une extension à l�espace de Schwartz de type Lp.

Théorème 15 (Inversion de Fourier, formule de Plancherel) La transformation de Fourier
sphérique est inversée par

u(x) = C

Z
R
eu(�)'�(x) jc(�)j�2d� ,

où u 2 D(S)rad , x 2 S et C = 2q�3��(n=2)�1�(n=2).
De plus, la transformation u 7! eu se prolonge en un isomorphisme d�espaces hilbertiens
de L2(S)rad (fonctions radiales de carré intégrable pour dx) sur L2(R; d�(�)) (fonctions de
carré intégrable pour d�(�) = Cjc(�)j�2d�).

La mesure de Plancherel d� s�écrit à l�aide de (4) :

Cjc(�)j�2 = �(�)

2n�n=2�(n=2)

Y
1�j<n=2

(�2 + c2j ) , (6)

où

�(�) = 1 si q est pair (donc p=2 pair)

= � th�� si q est impair et p=2 pair

= � coth�� si q = 1 et p=2 impair ;

d�après le tableau du §4.1 on a ainsi tous les cas possibles. Les cj sont des entiers ou des
demi-entiers selon les cas. Noter que jc(�)j�2 est polynomiale si et seulement si q = dim z
est paire, i.e. si n = dimS est impaire.

Interprétation géométrique. Pour interpréter les fonctions propres du laplacien et la
transformation de Fourier sphérique, on écrit L en coordonnées (V;Z; t) sur S. On sait que

ds2 = dt2 + e�t kdV k2 + e�2t
dZ � 12 [V; dV ]

2
(cf. (9) §4.2), ce qui permet d�exprimer L par des calculs similaires à ceux du §3.1 en
coordonnées géodésiques polaires. On a ici

p
det g(V;Z; t) = e�2�t (cf. (10) §4.2) d�où, par

(17) §2.7,
Lu = e2�t@j

�
e�2�tgjk@ku

�
en coordonnées (V;Z; t). Si on a¤ecte l�indice o à la variable t et des indices grecs �; � de
1 à n � 1 aux variables (V;Z), on lit sur le ds2 que goo = 1, go� = g�o = 0, d�où goo = 1,
go� = g�o = 0 pour la matrice inverse, et13

Lu =
�
@2t � 2�@t

�
u+ @�

�
g��@�u

�
13Une expression plus détaillée de L sera donnée au Lemme 17 ci-dessous.
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pour toute fonction u sur S.
La �partie radiale� de L relativement à t est un opérateur à coe¢ cients constants, et

admet donc des exponentielles pour fonctions propres. Soit t : x 7! t(x) la fonction dé�nie
par

x = n(x)at(x) , x 2 S, n(x) 2 N , t(x) 2 R .
On a donc

L
�
e(��i�)t(x)

�
= �

�
�2 + �2

�
e(��i�)t(x) , x 2 S, � 2 C ,

et e(��i�)t sont deux fonctions propres (N -invariantes à gauche) de L.
Soit M la moyenne sphérique centrée à l�origine (cf. §3.2)

Mu(r) =
1

�(r)

Z
S(r)

u d� ,

que l�on peut aussi considérer comme une fonction radiale sur S. Comme S est une va-
riété harmonique M commute à L (Théorèmes 4 et 10), d�où les fonctions propres radiales
M
�
e(��i�)t

�
, de même valeur propre �

�
�2 + �2

�
. Ces fonctions valent 1 à l�origine, d�où

par unicité

'�(r) =M
�
e(��i�)t

�
(r) =M

�
e(�+i�)t

�
(r) . (7)

C�est l�analogue de la formule intégrale de Harish-Chandra pour les espaces riemanniens
symétriques ([H2] p.418), la moyenne sphérique remplaçant ici l�intégration sur K. Comme
'� est radiale on a aussi

'�(x) = '�(x
�1) = '�(s(x)) , x 2 S ,

puisque les points x, x�1 et s(x) sont à la même distance de o.
Signalons aussi, sans démonstration, l�équation fonctionnelle des fonctions sphériques sur

S ([DR2] p.223) : une fonction continue ' sur S est sphérique si et seulement si

M('x)(y) = '(x)'(y)

pour tous x; y 2 S, en notant 'x(y) = '(xy) la translatée à gauche par x.
La fonction sphérique '� est bornée (par 1) sur S si et seulement si j Im�j � � ([DR2]

p.238). En e¤et, en notant � = Im�,

j'�j =
���M �

e(��i�)t
���� �M �

e(�+�)t
�
=M

��
e2�t

�(�+�)=2��
�

�
M
�
e2�t

��(�+�)=2�
=
�
'i�
�(�+�)=2�

= 1

d�après l�inégalité de Hölder avec les exposants conjugués 2�=(�+�) et 2�=(���) ; l�égalité
'i� = 1 se déduit de l�unicité de la solution de (1) avec �2 + �2 = 0. Inversement, j'�(r)j
tend vers l�in�ni avec r si Im� < �� d�après (3), d�où le résultat compte tenu de '� = '��.

Méthode de descente.Dans [DR2] et [R] les propriétés fondamentales de la transformation
sphérique s�obtiennent par une intéressante méthode géométrique, que l�on va esquisser dans
un cadre un peu plus général.
Soient zo un sous-espace vectoriel de z, de dimension qo, et z0 son orthogonal dans z. On

note
no = v� zo , so = no � a ,

munis du produit scalaire induit par celui de s. On véri�e que no est encore une algèbre de
Lie de type Heisenberg si on la munit du crochet

[V; V 0]o = po([V; V
0]) ,

où po est la projection orthogonale de z sur zo ; on en déduit un espace de Damek-Ricci
So = NoA. L�indice o sera a¤ecté aux notions relatives à So. Ainsi 2� = (p=2) + q, 2�o =
(p=2) + qo, et L, Lo sont les laplaciens respectifs de S et So.
La proposition suivante permet de �descendre�certaines questions de S à So.
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Proposition 16 La transformation de Radon

Ru(V;Zo; t) = e(�o��)t
Z
z0
u(V;Zo + Z

0; t) dZ 0 ,

avec u 2 D(S), V 2 v, Zo 2 zo, t 2 R, dé�nit une fonction Ru 2 D(So) qui possède les
propriétés suivantes :
(i) R(L+ �2)u = (Lo + �2o)Ru
(ii) si u est radiale sur S, alors Ru est radiale sur So.

Preuve. Soient V1; : : : ; Vp, Z1; : : : ; Zq et H des bases orthonormales de v, z et a, et conser-
vons ces notations pour les champs de vecteurs invariants à gauche sur S qui leur sont
associés. Le lemme suivant se déduit de (18) §2.7, compte tenu de (13) et (13�) §4.3.

Lemme 17 Le laplacien de S peut s�écrire

L =

pX
i=1

V 2i +

qX
j=1

Z2j +H
2 � 2�H .

Pour l�expliciter davantage, on observe que l�opérateur di¤érentiel invariant à gauche
dé�ni par X 2 s est donné par

Xu(x) =
d

ds
u(x � exp sX)

����
s=0

d�où, compte tenu de la loi (8) §4.2,

Vi = et=2
�
@vi +

1

2
< [V; Vi]; @Z >

�
(8)

Zj = et@zj , H = @t

(on a noté V = viVi et Z = zjZj). En prenant ici pour base (Zj) une base orthonormale de
zo suivie d�une de z0, on voit d�après le Lemme 17 que

L =

pX
i=1

V 2i +

qoX
j=1

Z2j + @
2
t � 2�@t + L0 ,

où L0 ne dérive que sur les variables de z0. Dans le calcul de RLu, le terme RL0u est donc nul.
On peut de même remplacer [V; Vi] par [V; Vi]o dans (8), les termes manquants ne dérivant
que dans la direction de z0. Comme

e(�o��)t(@2t � 2�@t) = (@2t � 2�o@t + �2o � �2) � e(�o��)t ,

il vient �nalement RLu = (Lo + �2o � �2)Ru, d�où le résultat (i) annoncé.
Pour (ii), notons qu�une fonction radiale u sur S peut s�écrire, d�après (23) §4.4,

u(V;Zo + Z1; t) = f

 
e�t

�
1 + et +

1

4
kV k2

�2
+ e�t kZok2 + e�t kZ1k2

!
.

Le changement de variable e�t=2Z 0 = Z 00 dans l�intégrale sur z0 (de dimension q � qo =
2(�� �o)) donne

Ru(V;Zo; t) =
Z
z0
f

 
e�t

�
1 + et +

1

4
kV k2

�2
+ e�t kZok2 + kZ 00k2

!
dZ 00 .

D�après (23) §4.4, cette intégrale ne dépend que de la distance du point (V;Zo; t) à l�origine
dans So ; la fonction Ru est donc radiale sur So. �
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Les propriétés (i) et (ii) montrent que la transformation R relie l�analyse harmonique
radiale de S à celle de So, et notamment leurs fonctions sphériques respectives. Ricci applique
cette méthode avec un zo de dimension qo = 1 ; le groupe No obtenu est alors le groupe de
Heisenberg de dimension p + 1, et So s�identi�e à l�espace hyperbolique H(p=2)+1(C) (cf.
§4.2). Certains résultats sur S peuvent ainsi se déduire des résultats correspondants pour
l�espace classique So.

5.2 Transformation d�Abel

On peut pousser plus loin la méthode de descente, et relier directement l�analyse har-
monique radiale de S à celle de la droite R par la transformation intégrale d�Abel. Elle
s�introduit en observant que la transformée de Fourier sphérique d�une fonction radiale u
s�écrit, d�après (5) et (7),

eu(�) =

Z
S

u � '� dx =
Z
S

u �M
�
e(��i�)t

�
dx

=

Z
S

Mu(x)e(��i�)t(x)dx =

Z
S

u(x)e(��i�)t(x) dx ,

grâce au Lemme 2 (applicable ici globalement).
En notant x = (V;Z; t), la mesure dx = e�2�tdV dZdt (cf. (10) §4.2) s�écrit encore

dx = e�2�tdndt, où dn = dV dZ est une mesure invariante (à gauche et à droite) sur le
groupe nilpotent N . Par suite

eu(�) = Z
N�R

u(nat)e
(���i�)tdndt = cAu(�) (9)

en notant

Au(t) = e��t
Z
N

u(nat) dn = e
�t

Z
N

u(atn) dn (10)

la transformée d�Abel de la fonction radiale u, et

bf(�) = Z
R
f(t)e�i�tdt

la transformation de Fourier usuelle sur R. Dans (10) la deuxième égalité s�obtient en ob-
servant que

a�tnat = (e
�t=2V; e�tZ; 0) = n0 et dn0 = e�2�tdn ;

notons au passage les deux expressions de la mesure de S :

d(nat) = e
�2�tdndt , d(atn) = dndt . (11)

La transformation d�Abel transforme le laplacien en un opérateur di¤érentiel à coe¢ -
cients constants, et la convolution de S en celle de R :

A
�
L+ �2

�
u = @2tAu (12)

A(u �S v) = Au �R Av (13)

pour u; v 2 D(S)rad . En e¤et

[ALu(�) = fLu(�) = Z
S

Lu � '� dx =
Z
S

u � L'� dx

= �
�
�2 + �2

� eu(�) = � ��2 + �2� cAu(�) ,
ce qui établit (12). L�égalité (13) peut se véri�er aussi par transformation de Fourier :

\A(u � v) =]u � v = eu � ev = cAu � cAv ,
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ou directement comme suit :

A(u � v)(t) = e��t
Z
N

(u � v)(nat) dn = e��t
Z
S�N

u(x)v(x�1nat) dxdn ,

ce qui s�écrit encore, en posant x = n0at0 ,

e��t
Z
R
e�2�t

0
dt0
Z
N

u(n0at0) dn
0
Z
N

v(a�t0n
0�1nat) dn ;

le changement n 7! n00 = a�t0n
0�1nat0 dans la dernière intégrale donne dn00 = e�2�t

0
dn et

A(u � v)(t) = e��t
Z
R
dt0
Z
N

u(n0at0) dn
0
Z
N

v(n00at�t0) dn
00

=

Z
R
e��te�t

0
Au(t0) e�(t�t

0)Av(t� t0) dt0 = (Au � Av)(t) .

D�après (9), la transformation de Fourier sphérique sur S est donc la composée de la
transformation de Fourier sur R et de la transformation d�Abel, et l�inversion de la première
revient à la recherche de A�1.

Théorème 18 ([ADY]) La transformation d�Abel de S = NA est une bijection de D(S)rad
sur D(R)pair . La transformation inverse s�écrit, avec f 2 D(R)pair ,

�
A�1f

�
(r) = Cpq

�
� d

d(ch r)

�q=2�
� d

d(ch(r=2))

�p=2
f(r)

si dimS est impair, et

�
A�1f

�
(r) = C 0pq

Z 1

r

d(ch s)p
ch s� ch r

�
� d

d(ch s)

�(q+1)=2�
� d

d(ch(s=2))

�p=2
f(s)

si dimS est pair. On a noté Cpq = 2�(3p+q)=2�(1�n)=2 = �1=2C 0pq.

Rappelons que p est toujours pair et que dimS = p+ q + 1.
Preuve. Pour u 2 D(S)rad , on a Au 2 D(R) par (12).
La parité de Au résulte de (9) et de '� = '��. Elle se voit aussi sur (10) directement,

en véri�ant par (21) §4.4 que les points nat et a�tn ont même distance à l�origine, d�où
u(nat) = u(a�tn) pour u radiale.
Pour expliciter A on écrit, avec n = (V;Z; 0) (cf. (21) §4.4),

u(nat) = f (d(o; nat)) = f

0@2 arg ch
s�

ch
t

2
+
e�t=2

8
kV k2

�2
+
e�t

4
kZk2

1A .

Comme dn = dV dZ, l�intégrale Au s�exprime en coordonnées sphériques sur v et sur z. Les
changements de variables V = 23=2et=4y1=2�, Z = 2et=2z1=2�, avec x; z > 0, k�k = k�k = 1,
donnent

Au(t) = C 00pq

Z Z 1

0

f

0@2 arg ch
s�

ch
t

2
+ x

�2
+ z

1Ax(p=2)�1z(q=2)�1dxdz ,
C 00pq =

2(3p=2)+q�(n�1)=2

�(p=2)�(q=2)
.

Les changements successifs ch(t=2) + x = ch(s=2), puis ch s+ 2z = ch r, donnent en�n

Au(t) = 2(3p+q)=2�(n�1)=2
�
W1=2
p=2 �W

1
q=2f

�
(ch

t

2
) ,
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où

W�
� f(r) =

1

�(�)

Z 1

r

f(s)(ch�s� ch�r)��1d(ch�s)

est, pour � > 0, Re� > 0, une transformation intégrale fractionnaire du type de Weyl. Or
on peut, pour chaque � > 0 �xé, prolonger la dé�nition des W�

� , pour � 2 C, en un groupe
à un paramètre de transformations, avec notamment

W�
�1f(r) = �

d

d(ch�r)
f(r)

(voir [Ko] §5.3). Ceci permet d�inverser A et donne les formules annoncées. �
Remarque. On pourrait retrouver ainsi la formule d�inversion du Théorème 15, à partir de
l�inversion de Fourier de R pour les fonctions paires

Au(t) = 1

2�

Z
R
cAu(�) cos(�t) d� = 1

2�

Z
R
eu(�) cos(�t) d� ,

en appliquant A�1 sous l�intégrale (sur la variable t). Par suite�
A�1 cos�t

�
(r) = 2�Cjc(�)j�2'�(r) (14)

par identi�cation avec le Théorème 15.

Transformation d�Abel duale. Soient u une fonction radiale, continue à support compact
sur S, et f une fonction continue sur R. AlorsZ

R
Au(t)f(t) dt =

Z
N�R

u(nat)f(t)e
��tdndt

=

Z
S

u(x)f(t(x))e�t(x)dx ,

avec x = n(x)at(x), dx = e�2�tdndt. Comme u est radiale, on peut rendre radiale aussi (par
moyenne sphérique) l�expression en t(x), d�oùZ

R
Au(t)f(t) dt =

Z
S

u(x)A�f(x) dx , avec A�f =M
�
e�t(f � t)

�
, (15)

ce qui dé�nit la transformation d�Abel duale A�. En particulier

'� = A�
�
e�i�t

�
= A�(cos�t) , (16)

où l�opérateur A� agit sur la variable t.
Comme A précédemment, l�opérateur A� (restreint aux fonctions paires) peut s�écrire

comme composé de transformations intégrales de Riemann-Liouville (analogues à celles de
Weyl, en intégrant de 0 à r au lieu de r à l�in�ni) d�où, en utilisant [Ko] §5.3, une formule
explicite pour (A�)�1, donnée par un opérateur di¤érentiel sur la variable r = d(o; x) si
dimS est impair, et intégro-di¤érentiel sinon.

5.3 Chaleur et ondes

Les outils précédents permettent de résoudre l�équation de la chaleur sur S�
@tu(t; x) = Lxu(t; x) , t > 0; x 2 S ,
limt!0 u(t; x) = f(x)

(17)

et l�équation des ondes�
@2t u(t; x) = (Lx + �

2)u(t; x) , t 2 R; x 2 S ,
u(0; x) = f(x) , @tu(0; x) = 0 ,

(18)
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où f est une fonction donnée. Notons que le changement de u(t; x) en v(t; x) = e�
2tu(t; x)

transforme (17) en �
@tv(t; x) = (Lx + �

2)v(t; x)
limt!0 v(t; x) = f(x)

. (17�)

Si f est radiale on peut résoudre (au moins formellement) (17�) et (18) par transformation
de Fourier sphérique sur S, qui ramène à des équations di¤érentielles ordinaires en t, ou par
transformation d�Abel sur la variable x, qui ramène aux problèmes analogues sur R�R au
lieu de R� S.

Ainsi, en notant

Av(t; s) = e�s
Z
N

v(t; nas) dn

la transformée d�Abel de v(t; x) sur la variable x, on a

@tAv(t; s) = @2sAv(t; s)

d�après (17�) et (12) d�où, pour f radiale,

Av(t; s) = 1p
4�t

Z
R
Af(r)e�(r�s)

2=4tdr , t > 0

et
u(t; x) =

1p
4�t

e��
2tA�1

�
Af �R e�r

2=4t
�
.

L�égalité (13) suggère donc de considérer la fonction

u(t; �) = f �Ht , avec Ht =
1p
4�t

e��
2tA�1

�
e�r

2=4t
�

(19)

(où A�1 est étendu à l�espace de Schwartz des fonctions de la variable r). Sachant que
L(f � g) = f � Lg par invariance à gauche du laplacien, on véri�e que (19) donne bien une
solution de (17) pour toute f 2 D(S), radiale ou non. On renvoie à [ADY] §5 pour une étude
détaillée du noyau de la chaleur Ht.

Pour l�équation des ondes, avec f radiale dans un premier temps, la tranformation sphé-
rique s�avère plus avantageuse. L�équation (18) conduit à�

@2t eu(t; �) = ��2eu(t; �) ,eu(0; �) = ef(�) , @teu(0; �) = 0 ,
d�où eu(t; �) = ef(�) cos�t (20)

et u(t; x) par inversion de la transformation sphérique. L�égalité (20) donne bien une solution
de (18) si par exemple f 2 D(S)rad . De plus, le théorème 14 (Paley-Wiener) montre que, si
le support de f est contenu dans la boule d(o; x) � R, celui de u(t; �) est contenu dans la
boule d(o; x) � jtj+R.
On peut déduire de (20), d�après [AMPS], une expression plus intéressante. On a d�abord

u(t; o) =
�
A��1f

�
(t) (21)

pour f 2 D(S)rad et t 2 R. En e¤et

u(t; o) =

Z
R

ef(�) cos�t d�(�)
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par le Théorème 15 d�où, pour toute fonction réelle g 2 D(S)rad ,Z
R
u(t; o)Ag(t) dt =

Z
R2
ef(�)Ag(t) cos�t dtd�(�)

=

Z
R

ef(�)eg(�) d�(�) = Z
S

f(x)g(x) dx

par le Théorème 15 (formule de Plancherel) ; rappelons que u(t; o) et Ag(t) sont des fonctions
paires. La dernière intégrale est

R
A��1f � Ag dt, d�où (21).

Par translation à gauche sur S et moyenne sphérique (qui commutent au laplacien), on
obtient en�n grâce à (21) une solution de l�équation des ondes (18), avec f 2 D(S) (radiale
ou non), sous la forme14

u(t; x) =
�
A��1M(fx)

�
(t) , (22)

avec fx(y) = f(xy), x; y 2 S.

Proposition 19 Sur un espace S de dimension impaire, la solution (22) de l�équation des
ondes (18) véri�e le principe de Huygens : si f 2 D(S) a son support contenu dans la boule
d(o; x) � R, le support en x de u(t; x) est contenu dans la couronne

jtj �R � d(o; x) � jtj+R .

Preuve. Quitte à changer t en �t, il su¢ t de raisonner pour t � 0. Le support de la
translatée fx est contenu dans la boule de centre x�1 et de rayon R. La moyenne M(fx)(t)
est donc nulle si jd(o; x�1)� tj > R, la sphère de rayon t centrée en o étant alors disjointe de
cette boule. Pour dimS impair, l�explicitation de A��1 comme opérateur di¤érentiel montre
que u(t; x) = 0 pour t > 0 et jd(o; x�1)� tj = jd(o; x)� tj > R. �

5.4 Noyau de Poisson, application aux fonctions sphériques

Laplacien et symétrie. La symétrie géodésique s par rappport à l�origine (§4.5) conserve
la mesure riemannienne, mais ne commute pas en général au laplacien : seules les isométries
ont cette propriété ([H2] p.246). On a cependant le résultat suivant.

Proposition 20 Soit u une fonction N -invariante à gauche, de classe C2 sur S. Alors

(Lu) � s = L(u � s) .

Preuve.15 Si t : x 7! t(x) est la fonction dé�nie par x = n(x)at(x), une fonction N -invariante
à gauche peut s�écrire u(x) = '(e�t(x)).
SoitX1; : : : ; Xn une base orthonormale de champs de vecteurs sur S. D�après l�expression

(18) §2.7 du laplacien on a, pour toute fonction v sur S,

L(' � v) = '0(v)Lv + '00(v)
nX
1

(Xiv)
2 .

Il su¢ t donc d�établir les égalités

L(e�t) � s = L(e�t�s) et
nX
1

�
Xie

�t�2 � s = nX
1

�
Xie

�t�s�2 . (23)

14Cela revient à dire, compte tenu de la dé�nition de A�, que les fonctions

y 7! e�t(y)u(t(y); x) et y 7! f(xy)

ont, pour tout x, mêmes moyennes sphériques autour de o.
15Faute d�une preuve géométrique directe, qui serait plus instructive !
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Reprenons l�expression du laplacien donnée par le Lemme 17 et les formules (8). Sachant
que

e�t�s(x) = f(x) = e�t(�2 + kZk2) , � = et + 1
4
kV k2

(cf. (24) §4.5), on obtient

Vif = e�t=2
�
�vi+ < JZV; Vi >

�
, Zjf = 2zj , Hf = 2� � f ,

V 2i f = � +
1

2

�
(vi)2 + k[V; Vi]k2

�
, Z2j f = 2e

t , H2f = f � 1
2
kV k2 .

En observant que

pX
i=1

k[V; Vi]k2 =

pX
i=1

qX
j=1

< Zj ; [V; Vi] >
2=
X
j

JZjV 2
=

X
j

kZjk2 kV k2 = q kV k2

on en déduit (23) et la proposition. �

Noyau de Poisson. On appelle ainsi la fonction de x = (V;Z; t) 2 S dé�nie par

P�(x) = e
(��i�)(t�s)(x) =

0B@ et�
et + 1

4 kV k
2
�2
+ kZk2

1CA
��i�

, � 2 C . (24)

Noter qu�on a, d�après (25) §4.5, pour a 2 A, x 2 S, n 2 N ,

P�(ax) = P�(a)P�(x) , P�(na) = P�(n�1a) , P�(at) = e(i���)t . (25)

Comme e(��i�)t(x) est fonction propre de L (§5.1), on a encore

LP� = �
�
�2 + �2

�
P�

d�après la Proposition 20 ; en particulier la fonction Pi�(x) = e2�(t�s)(x) est harmonique sur
S.
Comme P�(o) = 1 on en déduit par moyenne une nouvelle expression des fonctions

sphériques
'� =M(P�) . (26)

Autres expressions des fonctions sphériques. Dans le modèle B de l�espace de Damek-
Ricci, la sphère riemannienne de rayon r centrée à l�origine est la sphère euclidienne de rayon
R = th r=2, et sa mesure riemannienne d� s�écrit

d� = 2p+q
�
sh
r

2

�p+q �
ch
r

2

�q
d�o ,

où d�o est la mesure euclidienne sur la sphère unité (voir §3.1 et Théorème 10). Par suite
la moyenne sphérique centrée à l�origine se ramène à une moyenne sur @B :

Mf(r) =
1

�o

Z
�2@B

f(R�) d�o(�) ,

si f est une fonction sur B et �o =
R
@B
d�o = 2�

n=2=�(n=2). Par transformation de Cayley
C : S ! B on a donc, pour toute fonction continue u sur S,

Mu(x) =
1

�o

Z
�2@B

(u � C�1)(R�) d�o(�) , avec x 2 S;R = kC(x)k ,
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ce qu�on peut encore écrire comme une intégrale sur N par la transformation Co du §4.6
(formule (28)).
Les expressions (7) ou (26) des fonctions '� permettent donc de les écrire comme inté-

grales sur N (cf. [DR2] p.239). Nous utiliserons plutôt l�expression suivante.

Proposition 21 ([ADY]) Pour � 2 C et x 2 S on a

'�(x) = C
0
Z
N

P�(n
�1x)P��(n

�1) dn = C 0
Z
N

P�(nx)P��(n) dn

avec C 0 = 2q=�o = 2q�1��n=2�(n=2).

Preuve (sic). La convergence des intégrales sera établie au Lemme 25 ; l�invariance de dn
à gauche et à droite donne dn = d(n�1).
Il serait facile de voir que ces intégrales sont fonctions propres du laplacien avec valeur

propre �
�
�2 + �2

�
, et prennent en x = o la valeur

C 0
Z
N

P�(n)P��(n) dn = C
0
Z
N

Pi�(n) dn = 2
�qC 0�o = 1

d�après (28) §4.6. Mais cela ne su¢ t pas à établir l�égalité avec '�(x), le caractère radial en
x n�étant pas évident...
Nous admettons ici la proposition. Elle est établie dans [ADY] p.655 à partir de '� =

MP� par un passage à la frontière un peu délicat, et dans [Di2] p.639 par �descente� à
l�espace hyperbolique complexe (cf. §5.1). �
Corollaire 22 Pour � 2 C et x; y 2 S on a

'�(x
�1y) = C 0

Z
N

P�(n
�1y)P��(n

�1x) dn = C 0
Z
N

P�(ny)P��(nx) dn .

Preuve. Soit x = noat. La Proposition 21 donne

'�(x
�1y) = C 0

Z
N

P�(nx
�1y)P��(n) dn

d�où, par le changement de variable n 7! n0 dé�ni par n = a�tn0noat, dn = e�2�tdn0,

'�(x
�1y) = C 0

Z
N

P�(a�tn
0y)P��(a�tn

0x)e�2�tdn0 .

Par (25) l�intégrand s�écrit aussi

P�(n
0y)P��(n

0x)P�(a�t)P��(a�t)e
�2�t = P�(n

0y)P��(n
0x) ,

d�où le corollaire. �

On peut aussi voir les '� comme des coe¢ cients de représentations de S. Soit en e¤et
�� la représentation du groupe S sur l�espace L2(N) induite par le caractère at 7! ei�t de
A, i.e.

(��(x)f) (n) = e
(i���)t(x)f

�
a�1t(x)n(x)

�1nat(x)

�
,

avec � 2 C, f 2 L2(N) , n 2 N , et la décomposition x = n(x)at(x) de x 2 S. Cette
représentation est unitaire pour � réel : l�égalité (��(x)f; ��(x)g) = (f; g) se véri�e sans
di¢ culté par le changement de variable n 7! n0 = a�1t(x)n(x)

�1nat(x) dans l�intégrale.

Corollaire 23 Pour � réel et x 2 S on a
'�(x) = C

0 (��(x)P�; P�) ,

produit scalaire de L2(N).

Preuve. En utilisant les trois relations (25) on véri�e que

(��(x)P�) (n) = P�(n
�1x) .

Pour � réel on a P�(n) = P��(n) = P��(n�1), et la Proposition 21 donne le résultat. �
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5.5 Analyse harmonique non radiale

On dé�nit la transformée de Fourier-Helgason de u 2 D(S) par

eu(�; n) = Z
S

u(x)P�(n
�1x) dx , (27)

avec � 2 C et n 2 N ; rappelons que P�(x) = e(��i�)(t�s)(x). On peut voir (27) comme
un analogue de la transformée de Fourier usuelle, écrite en coordonnées sphériques, d�une
fonction sur Rn, � jouant le rôle d�une variable radiale dans l�espace de Fourier et n celui
d�une variable de direction (dans l�esprit du paragraphe 4.6).
Nous ne montrons ici que la formule d�inversion ; voir l�article original [ACDi] pour le

théorème de Plancherel, et [ADi] pour un résultat de type Paley-Wiener.

Théorème 24 ([ACDi]) La transformée de Fourier-Helgason est inversée par16

u(x) = C 00
Z
R�N

eu(�; n)P��(n�1x)jc(�)j�2d�dn
pour u 2 D(S), x 2 S, avec C 00 = CC 0 = 4q�2��n�1�(n=2)2.

Preuve. On se ramène au cas d�une fonction radiale sur S en posant, pour x �xé,

U =M(ux) , avec ux(y) = u(xy) .

Alors U 2 D(S) est radiale et U(o) = ux(o) = u(x). Par le Théorème 15 on a donc

u(x) = C

Z
R
eU(�)jc(�)j�2d� .

Or, d�après le Lemme 2,

eU(�) =

Z
S

M(ux)(y)'�(y) dy =

Z
S

ux(y)'�(y) dy

=

Z
S

u(y)'�(x
�1y) dy ,

puisque '� est radiale et la mesure dy invariante à gauche.
Ces égalités, jointes au Corollaire 22, entraînent le théorème à condition de justi�er les

permutations d�intégrales. Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 25 Pour tout compact K de S il existe une constante C(K) telle que��P�(n�1x)�� � C(K)e�(t�s)(n) 2 L2(N) ,
pour � 2 R, n 2 N et x 2 K.

Preuve. Pour � réel on a, d�après (25) §4.5,��P�(n�1x)�� = e�T (n;x)e�(t�s)(n) ,
où T (n; x) = (t � s)(n�1x)� (t � s)(n�1) est donné par (24) §4.5 :

eT (n;x) = eto

�
1 + 1

4 kV k
2
�2
+ kZk2�

eto + 1
4 kV + Vok

2
�2
+
Z + Zo + 1

2 [V; Vo]
2

16Noter que la normalisation de P� dans [ACDi] di¤ère de la nôtre.
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en notant n�1 = (V;Z; 0), x = (Vo; Zo; to). On voit sans peine que cette expression reste
comprise entre deux constantes strictement positives lorsque V et Z varient, Vo, Zo et to
restant dans un compact. CommeZ

N

e2�(t�s)(n)dn = 2�q�o

par (28) §4.6, le lemme est établi. �

En prenant pour K le support de u on a donc, pour x 2 K, � 2 R,Z
N�S

ju(y)j
��P�(n�1y)P��(n�1x)�� dndy <1 ,

ce qui justi�e l�égalité eU(�) = Z
N

eu(�; n)P��(n�1x) dn .
De plus

jeu(�; n)j � Z
S

ju(x)j
��P�(n�1x)�� dx � Coe�(t�s)(n) .

Remplaçons u par Lku. Comme fLu(�; n) = �
�
�2 + �2

� eu(�; n) d�après (27), on a même
l�inégalité suivante : pour tout entier k � 0 il existe une constante Ck telle que, pour tous
� 2 R, n 2 N ,

jeu(�; n)j � Ck�
�2 + �2

�k e�(t�s)(n) (28)

Comme jc(�)j�2 est à croissance polynomiale sur R (cf. (6) §5.1), on en déduitZ
R�N

��eu(�; n)P��(n�1x)�� jc(�)j�2d�dn <1 ,

ce qui achève les justi�cations nécessaires et la preuve du Théorème 24. �

Cas d�une fonction radiale. Si u 2 D(S)rad , la dé�nition (27) s�écrit d�après le Lemme 2

eu(�; n) = Z
S

Mu(x)P�(n
�1x) dx =

Z
S

u(x)M
�
P�(n

�1�)
�
(x) dx .

Or la fonction x 7! P�(n
�1x) est fonction propre du laplacien pour la valeur propre

�
�
�2 + �2

�
, et vaut P�(n�1) à l�origine. Par suite

M
�
P�(n

�1�)
�
(x) = P�(n

�1)'�(x) ,

ce qui donne eu(�; n) = P�(n�1)eu(�) , u 2 D(S)rad . (29)

La Proposition 21 montre l�accord des formules d�inversion données par les Théorèmes 15
(cas radial) et 24 (cas général).

Transformation de Radon sur S. Dans la dé�nition (27) :

eu(�; n) = Z
S

u(x)e(��i�)(t�s)(n
�1x)dx , u 2 D(S) ,

il est naturel de décomposer l�intégrale en faisant apparaître les surfaces de niveau de la
fonction x 7! (t � s)(n�1x), i.e. en écrivant s(n�1x) = n0at, avec t donné. Prenons n0 et
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t pour variables d�intégration. L�invariance de dx par les translations à gauche et par la
symétrie s (§4.5) donne

x = ns(n0at) , dx = d(n0at) = e�2�tdn0dt ,

d�où eu(�; n) = cRu(�; n) , � 2 C , n 2 N , (30)

en notant

Ru(t; n) = e��t
Z
N

u(ns(n0at)) dn
0 , t 2 R , n 2 N , (31)

et bf(�) = RR f(t)e�i�tdt la transformation de Fourier usuelle sur la variable t.
Cette transformée de Radon de u, analogue à celle introduite par Helgason pour les

espaces symétriques, associe à une fonction u ses intégrales sur la famille des �horocycles�
ns(Nat), n 2 N , t 2 R. Noter que, d�après (21) §4.4, on a

d(o;Nat) = d(o; s(Nat)) = jtj .

La transformation de Radon duale associée s�obtient alors en intégrant une fonction
f(t; n) sur l�ensemble des horocycles ns(Nat) passant par un point donné x, c�est-à-dire tels
que s(n�1x) 2 Nat, soit encore (t � s)(n�1x) = t. Plus précisément, montrons queZ

R�N
Ru(t; n)f(t; n) dtdn =

Z
S

u(x)R�f(x) dx , (32)

avec

R�f(x) =

Z
N

e�(t�s)(n
�1x)f((t � s)(n�1x); n) dn . (33)

En e¤et, le premier membre de (32) s�écritZ
R�N�N

u(ns(n0at))f(t; n)e
��t dtdn0dn ,

ou encore, par le changement x = n0at , avec dx = e�2�tdn0dt ,Z
S�N

u(ns(x))f(t(x); n)e�t(x)dxdn ;

en�n le changement y = ns(x) dans l�intégrale en x donne dy = dx etZ
S

u(y) dy

Z
N

e�(t�s)(n
�1y)f((t � s)(n�1y); n) dn ,

ce qui établit (32).
D�après (30) l�inversion de la transformation de Fourier-Helgason (Théorème 24) et l�in-

version de Fourier sur R conduisent aisément à une formule d�inversion de R.

Corollaire 26 Pour u 2 D(S) on a Ru 2 C1(R�N), et la tranformation de Radon R est
inversée par

u = R�DRu , u 2 D(S) ,

où l�opérateur D, agissant sur la seule variable t 2 R, est di¤érentiel si dimS est impaire,
intégro-di¤érentiel sinon.

Preuve. L�intégrale (31) porte seulement sur les n0 tels que ns(n0at) appartienne au support
de u. En notant n0at = (V 0; Z 0; t) et s(n0at) = (eV ; eZ;et), on voit donc que la distance

d(o; ns(n0at)) = d(n
�1; s(n0at)) � jetj
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(cf. (22) §4.4) doit rester bornée. Il en résulte, d�après l�expression (24) §4.5 de eet, qu�il existe
une constante k > 0 telle que�

et +
1

4
kV 0k2

�2
+ kZ 0k2 � ket ,

d�où et � k, et kZ 0k � k, kV 0k � 2
p
k. Par suite n0 reste dans un compact de N , et Ru est

C1 sur R�N .
Soit D l�opérateur dé�ni par

dDf(�) = 2�C 00jc(�)j�2 bf(�) .
L�expression (6) §5.1 de jc(�)j�2 montre que D est un opérateur di¤érentiel à coe¢ cients
constants si dimS est impaire, à composer avec un opérateur de convolution sur R si dimS
est paire17 . Par le Théorème 24 on a alors

u(x) =

Z
R�N

C 00jc(�)j�2cRu(�; n)e(�+i�)(t�s)(n�1x) d�dn
=

Z
N

e�(t�s)(n
�1x)dn

Z
R
[DRu(�; n)ei�(t�s)(n

�1x) d�

2�

=

Z
N

e�(t�s)(n
�1x)DRu((t � s)(n�1x); n) dn = R�DRu(x) .

�

17Une expression explicite de D a été obtenue par A. Abouelaz et O. El Fourchi (prépublication de
l�Université de Casablanca, 1998).
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6 Espaces hyperboliques et espaces de Damek-Ricci

On a déjà signalé (§4.2, Remarque) que les espaces riemanniens symétriques de type non
compact et de rang un (espaces hyperboliques) sont un cas particulier des espaces de Damek-
Ricci. On revient ici plus en détail sur le lien entre ces deux points de vue, qui comporte
quelques pièges de notations.
Dans tout ce chapitre on note G un groupe de Lie semi-simple réel, connexe, non compact

et de centre �ni. Rappelons brièvement quelques notations classiques ([H1] chap. 6) : g = k�p
la décomposition de Cartan de l�algèbre de Lie en les (�1)-espaces propres d�une involution
de Cartan � de G, g = n � a � k et G = NAK une décomposition d�Iwasawa, avec K
sous-groupe compact maximal de G, N sous-groupe nilpotent et A sous-groupe abélien. On
suppose ici dimA = 1 et on note � et 2� les racines positives de g relativement à a, de
sous-espaces propres respectifs g� et g2� avec p = dim g�, q = dim g2�. Si q � 1 l�espace
G=K est alors l�un des espaces hyperboliques Hn(C), Hn(H) ou H2(O).

6.1 Relations entre produits scalaires

La projection canonique de G sur G=K donne, par di¤érentiation à l�élément neutre,
une projection � : g! To(G=K), surjective et de noyau k, sur l�espace tangent à l�origine o
de G=K. Par suite � induit un isomorphisme entre To(G=K) et chaque supplémentaire de k
dans g, notamment p ou s = n� a. La projection parallèlement à k, soit 1

2 (I � �), assure le
passage de l�un à l�autre :

�js = �jp �
�
1

2
(I � �)js

�
.

La structure d�espace symétrique sur G=K s�obtient en munissant cette variété d�une
métrique riemannienne invariante par l�action de G, ce qui revient à munir To(G=K) d�un
produit scalaire K-invariant. Si on identi�e To(G=K) à p (grâce à �), on pourra choisir un
produit scalaire de la forme

< X;X 0 >p= 2�B(X;X
0) , X;X 0 2 p ,

où � est une constante positive et B est la forme de Killing de g. Comme � = �I sur p, c�est
encore la restriction à p du produit scalaire sur g :

2� < X;X 0 >�= �2�B(X; �X 0) , X;X 0 2 g .

Si on identi�e maintenant To(G=K) à s (grâce à �), on devra munir s du produit scalaire
déduit du précédent par transport, à savoir

< Y; Y 0 >s= 2�B

�
1

2
(I � �)Y; 1

2
(I � �)Y 0

�
, Y; Y 0 2 s , (1)

= � (B(Y; Y 0)�B(Y; �Y 0))

d�après la �-invariance de B. Cela s�écrit encore, en séparant les composantes18 selon n et a,

< X +H;X 0 +H 0 >s= � (< X;X
0 >� +2 < H;H

0 >�) , (2)

pour X;X 0 2 n et H;H 0 2 a. En e¤et, pour X� 2 g� et X 2 g (sous-espaces propres
associés à des racines �;  de g), on a

(� + )(H)B(X� ; X) = B([H;X� ]; X) +B(X� ; [H;X ]) = 0 ,

d�où B(X� ; X) = 0 si � +  6= 0. Comme n = g� � g2�, �n = g�� � g�2� et a � go, il vient

B(a; n) = B(a; �n) = B(n; n) = 0 ,

18Noter le facteur 2 devant les a-composantes !
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et (2) résulte de (1).
Le produit scalaire (2) dé�nit sur le groupe S = NA d�algèbre de Lie s une métrique

invariante à gauche. Montrons en�n qu�on peut choisir � pour que S soit un espace de
Damek-Ricci avec v = g�, z = g2�. Pour V; V 0 2 g� et Z 2 g2� on a d�après (2)

< Z; [V; V 0] >s= ��B(Z; �[V; V 0]) = ��B(Z; [�V; �V 0])
= ��B([Z; �V ]; �V 0) =< [Z; �V ]; V 0 >s .

Par suite, avec les notations du chapitre 4,

JZV = [Z; �V ] , (3)

d�où
J2ZV = [Z; �[Z; �V ]] = [Z; [�Z; V ]] = [[Z; �Z]; V ]

puisque [Z; V ] = 0.
Pour calculer [Z; �Z], on observe que ce vecteur appartient à p (car � le change en son

opposé) et à [g2�; g�2�] � go, donc à a. SoitH une base donnée de a. On a donc [Z; �Z] = tH,
et

tB(H;H) = B(H; [Z; �Z]) = B([H;Z]; �Z) = 2�(H)B(Z; �Z) .

Par suite

J2ZV = t[H;V ] = t�(H)V = 2�(H)
2B(Z; �Z)

B(H;H)
V .

Soient p = dim g�, q = dim g2�. Comme g = g�2� � g�� � go � g� � g2� on a

B(H;H) = trg(adH)
2 = 2p � �(H)2 + 2q � (2�(H))2 = 2(p+ 4q)�(H)2 , (4)

et il vient �nalement
J2ZV = �

1

p+ 4q
< Z;Z >� V

pour V 2 g�, Z 2 g2�. D�après (2) l�égalité J2ZV = �kZk2s V est véri�ée si on choisit
� = 1=(p+ 4q), et n est alors une algèbre de type Heisenberg.
Pour cette valeur de � on a d�après (2) et (4), pour tout H 2 a,

kHk2s = 2� kHk
2
� =

2

p+ 4q
B(H;H) = 4�(H)2 .

Le vecteur H sera donc unitaire dans s si on choisit19 �(H) = 1=2, c�est-à-dire [H;V ] = 1
2V

pour V 2 g� et [H;Z] = Z pour Z 2 g2�, d�où l�accord complet avec les notations du §4.2.
En résumé, on a établi la Proposition suivante.

Proposition 27 Soit n = g��g2� , associé au groupe semi-simple G de rang un (voir hypo-
thèses et notations au début de ce chapitre). On note B la forme de Killing et < X;X 0 >�=
�B(X; �X 0). Si on munit s = n� a du crochet induit par celui de g et du produit scalaire

< X +H;X 0 +H 0 >s=
1

p+ 4q
(< X;X 0 >� +2 < H;H

0 >�) ,

avec X;X 0 2 n et H;H 0 2 a, le groupe correspondant S = NA est un espace de Damek-Ricci
(avec JZV = [Z; �V ] pour V 2 g�, Z 2 g2�), isométrique à l�espace hyperbolique G=K muni
de la métrique déduite du produit scalaire

< X;X 0 >p=
2

p+ 4q
< X;X 0 >� , X;X 0 2 p .

Noter que les produits scalaires < ; >s et < ; >p coïncident sur s \ p = a.
19On voit ici l�origine d�un choix qui di¤ère de l�habituel �(H) = 1 en théorie des espaces G=K.
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6.2 Transformation de Fourier-Helgason

Pour un espace symétrique G=K, la dé�nition de la transformation de Fourier-Helgason
fait intervenir K, ou plus exactement l�espace homogène K=M qui joue le rôle de frontière
de G=K. Elle s�écrit, pour f 2 D(G=K),

efH(�; kM) = Z
G=K

f(y)e<��i�;A(y;kM)>dy (5)

([H3] p.223), où � 2 a�, k 2 K et dy est une mesure G-invariante sur G=K. Le terme
géométrique A(y; kM) 2 a donne la distance de l�origine à l�horocycle de normale kM 2
K=M passant par le point y 2 G=K. Il s�obtient par la décomposition d�Iwasawa de g 2
G = NAK : si on note A(g) 2 a l�unique élément tel que g 2 N(expA(g))K, on a

A(gK; kM) = A(k�1g) , g 2 G; k 2 K . (6)

La formule d�inversion obtenue par Helgason s0écrit alors ([H3] p.225)

f(y) = Cte
Z
a��(K=M)

efH(�; kM)e<�+i�;A(y;kM)>jc(�)j�2d�d(kM) , (7)

où la constante dépend des normalisations.
Pour un espace de Damek-Ricci S = NA, on a vu au §4.6 que N joue le rôle de frontière,

ce qui a conduit à la dé�nition du §5.5

eu(�; n) = Z
S

u(x)P�(n
�1x) dx , (8)

où u 2 D(S), � 2 R et n 2 N , et à la formule d�inversion du Théorème 24

u(x) = C 00
Z
R�N

eu(�; n)P��(n�1x)jc(�)j�2d�dn . (9)

Il est instructif de comparer les deux dé�nitions ([ACDi] p.418), sous les hypothèses du
début de ce chapitre.
Soit H 2 a le vecteur dé�ni, comme précédemment, par �(H) = 1=2. On a d�abord, pour

x 2 S = NA,
(t � s)(x)H = A(�x) . (10)

En e¤et, en comparant la symétrie géodésique s de S et l�involution de Cartan � de G,

�(x)K = s(x)K = n(s(x))at(s(x))K

= n(s(x))(exp(t � s)(x)H)K ,

d�où le résultat.
La décomposition d�Iwasawa, prise sous la forme G = KAN , dé�nit k(g) 2 K, unique,

tel que g 2 k(g)AN . L�égalité (10) se généralise selon

P�(n
�1x) = P�(n

�1)e<��i�;A((�x)K;k(�n)M)> , (11)

pour x 2 S, n 2 N . En se souvenant que � est un automorphisme du groupe G, on a en
e¤et, d�après les dé�nitions,

�n�1 = n0eA(�n
�1) (k(�n))

�1

avec n0 2 N , d�où
�
�
n�1x

�
= n0eA(�n

�1) (k(�n))
�1
�x

et �nalement
A
�
�
�
n�1x

��
= A

�
�n�1

�
+A

�
(k(�n))

�1
�x
�
,
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ce qui établit (11), grâce à (6) et (10).
On peut maintenant comparer les dé�nitions (5) et (8). Pour u 2 D(S) notons f 2

D(G=K) la fonction dé�nie par f(naK) = u(na) avec n 2 N , a 2 A. AlorsZ
S

u(x) dx =

Z
G=K

f(y) dy ,

et les égalités (5), (8) et (11) montrent que

eu(�; n) = P�(n�1)]f � �H(�; k(�n)M) (12)

(en accord avec (29) §5.5 pour les fonctions radiales).
En reportant (11) et (12) dans (9) on véri�e en�n l�accord des formules d�inversion (7)

et (9) : il su¢ t d�observer que

P�(n
�1)P��(n

�1) = e2�(t�s)(n) = e2<�;A(�n)> ,

et de transférer l�intégration de N à K=M par la formule intégrale ([H2] p.198, avec des
notations légèrement di¤érentes)Z

N

F (k(�n)M)e2<�;A(�n)>dn = Cte
Z
K=M

F (kM) d(kM) .
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