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Résumé

On établit une formule d’inversion pour la transformation de Radon sur les géodésiques d’un espace riemannien sym
type non compact, au moyen de la transformation de Radon duale décalée.Pour citer cet article : F. Rouvière, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

X-ray transform on a symmetric space. An inversion formula is proved for the X-ray transform on a Riemannian symm
space of the non-compact type, by means of the shifted dual Radon transform.To cite this article: F. Rouvière, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let G/K be a Riemannian symmetric space of the non-compact type, whereG is a connected non-compact re
semisimple Lie group with finite center andK is a maximal compact subgroup. We use the classical semisi
notations (cf. [2]):g = k ⊕ p is the Cartan decomposition of the Lie algebra with Cartan involutionθ , a is a maximal
Abelian subspace ofp, gα is the space of allX ∈ g such that adH(X) = α(H)X for anyH ∈ a, andpα is the space o
all Y ∈ p such that(adH)2(Y ) = (α(H))2Y for anyH ∈ a.

Main result. Letu be aC∞ function with compact support onG/K . The X-ray transform ofu beingRu(ξ) = ∫
ξ
u,

whereξ is any geodesic ofG/K , we prove the followinginversion formulasfor this transform: for anyx ∈ G/K

u(x) = −|α|
π

∞∫
0

∂

∂t

(
R∗

exptY Ru(x)
) dt

sinht
= −|α|

π

∞∫
0

∂

∂s

(
R∗

expsXRu(x)
)ds

s
.

Here α is any root ofg with respect toa, with norm |α| given by the Killing form,Y ∈ pα is chosen such tha
|Y | = |α|−1, andX ∈ gα is defined byY = 1

2(X − θX). Theshifted dual Radon transformR∗
γ , with γ ∈ G, is given by

R∗
γ Ru(g · x0) = ∫

K
Ru(gkγ · ξ0)dk, whereg ∈ G, x0 = K is the origin ofG/K andξ0 is a chosen origin in the set o
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geodesics. Roughly speaking,R∗
γ integratesRu(ξ) over a set of geodesics at a given distance fromx0. In our inversion

formulasξ0 is the geodesic throughx0 with directionHα ∈ a, a vector dual toα by means of the Killing form.
Sketch of proof. It is enough to prove the inversion formulas for aK-invariant functionu. The vectorsHα andY

generate a hyperbolic plane, the above integrals can then be computed explicitly and the problem boils d
classical Abel integral equation. This gives the first formula, with shift exptY orthogonal toξ0. The latter follows
easily, with shift expsX in the nilpotent part of the Iwasawa decomposition ofG.

1. Introduction

Inverser la transformation aux rayons X d’une variété riemannienne, c’est reconstruire une fonctionu sur cette
variété à l’aide de la famille de ses intégralesRu(ξ) sur toutes les géodésiquesξ . L’exemple de base, celui des droit
du plan euclidien, a été résolu par J. Radon dans son article fondamental de 1917 [7]. Il donne la formule d’i

u(x) = − 1

π

∞∫
0

dFx(t)

t
,

où Fx(t) est la moyenne deRu(ξ) sur toutes les droitesξ à distancet du pointx, et signale de plus, sans démo
tration, le résultat analogue pour le plan hyperbolique, avec sht au lieu det au dénominateur. Après un long silen
le problème a été repris par de nombreux auteurs, notamment S. Helgason [3], puis C. Berenstein et E. Ca
rabusi [1], S. Gindikin, S. Ishikawa [5], Á. Kurusa [6], B. Rubin [10], . . . . Dans ces travaux les formules d’inve
ne sont établies que pour des espaces à courbure constante (géométrie euclidienne, sphérique ou hype
à l’exception du résultat récent de Helgason [4], indépendant du nôtre et obtenu par une méthode différente

On montre ici que la formule annoncée par J. Radon pour le plan hyperbolique s’étend à la transforma
rayons X sur tous lesespaces riemanniens symétriques de type non compact, i.e. les espaces homogènesX = G/K

où G est un groupe de Lie semi-simple réel, connexe non compact et de centre fini, etK un sous-groupe compa
maximal. Notre formule s’écrit

u(x) = −|α|
π

∞∫
0

∂

∂t

(
R∗

exptY Ru(x)
) dt

sht
. (1)

Ici u désigne une fonction quelconqueC∞ à support compact surX, x un point deX, α est une racine et la transform
de RadonRu(ξ) est obtenue en intégrantu sur les géodésiquesξ deX. Soit ξ0 la géodésique de directionα passan
par l’originex0 deX ; le vecteurY est choisi orthogonal àξ0 enx0, de norme|α|−1. La transformée de Radon dua
classiqueR∗v(x), moyenne d’une fonctionv(ξ) sur une famille de géodésiquesξ passant parx, est ici remplacée pa
la transformée duale décaléeR∗

exptY v(x), moyenne dev sur une famille de géodésiques à distance|α|−1t dex. On
donne aussi une variante de (1), avec décalage dans le sous-groupe nilpotent de la décomposition d’Iwasaw

La preuve de (1) s’obtient par réduction au cas du plan hyperbolique engendré parξ0 et Y . Dans [4] Helgason
déduit sa formule d’inversion, valable seulement lorsque l’espaceX est de rangl > 1, de celle de l’espace euclidie
de dimensionl.

Avec les notations de (1) la formule de J. Radon (étendue à la transformation aux rayons X surR
n) s’écrirait

u(x) = − 1

π

∞∫
0

∂

∂t

(
R∗

tY Ru(x)
)dt

t
,

tY étant une translation deRn de longueurt et de directionY , un vecteur unitaire orthogonal à la droiteξ0 choisie
pour origine.

2. Le rôle des transformations décalées

Soientx0 = K l’origine de l’espaceX = G/K (muni d’une métrique riemannienneG-invariante),ξ0 une sous-
variété deX et Ξ l’ensemble des sous-variétésg · ξ0 déduites deξ0 par l’action des élémentsg ∈ G. On note dm,
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st
resp. dmξ , la mesure induite surξ0, resp. surξ ∈ Ξ , par la mesure riemannienne deX. La transformée de Rado
d’une fonctionu surX est la fonction définie surΞ par

Ru(ξ) =
∫
ξ

u(x)dmξ(x),

si l’intégrale converge. Pourγ ∈ G la transformée de Radon duale décaléed’une fonctionv sur Ξ est la fonction
R∗

γ v surX définie par

R∗
γ v(g · x0) =

∫
K

v(gkγ · ξ0)dk, g ∈ G,

où dk est la mesure de Haar deK normalisée par
∫
K

dk = 1. Cette définition dépend du choix de l’origineξ0 dansΞ .
On retrouve la transformation duale classiqueR∗ lorsqueγ est l’élément neutre deG.

Supposons connaître une formule d’inversion deR à l’origine, pour les fonctionsK-invariantes, sous la forme

u(x0) = 〈
T (γ ),Ru(γ · ξ0)

〉
, (2)

où T est une forme linéaire sur un espace de fonctions de la variableγ parcourant une sous-variété deG. Si u est
maintenant une fonction quelconque surX, continue à support compact par exemple, la moyenne

ug(x) =
∫
K

u(gk · x)dk, x ∈ X,g ∈ G,

est une fonctionK-invariante dex etug(x0) = u(g · x0). Comme

Rug(γ · ξ0) =
∫
ξ0

∫
K

u(gkγ · x)dm(x)dk = R∗
γ Ru(g · x0)

on déduit de (2) la formule générale d’inversion

u(x) = 〈
T (γ ),R∗

γ Ru(x)
〉

(3)

pour toutx ∈ X. Pour inverserR il suffira donc, comme observé dans [9] p. 234, d’établir une formule du typ
pour les fonctionsK-invariantes surX.

3. Formule d’inversion

Rappelons quelques notations classiques de la théorie des groupes semi-simples (cf. [2]). On noteg = k ⊕ p la
décomposition de Cartan de l’algèbre de Lie deG et θ l’involution de Cartan, oùk est l’algèbre de Lie deK et p

s’identifie à l’espace tangent à l’originex0 deX. La forme de KillingB(Y,Z) = tr(adY adZ) deg permet de défini
le produit scalaire invariant< Y,Z >= −B(Y, θZ) deY,Z ∈ g et la norme|Y | = √−B(Y, θY ). L’espaceX est muni
de la métrique riemannienneG-invariante définie par ce produit scalaire surp, et l’application exponentielle Exp e
un difféomorphisme dep surX.

Soienta un sous-espace abélien maximal dep et α une racine de(g,a), i.e. une forme linéaire sura telle que
l’espace propre

gα = {
X ∈ g | (adH)X = α(H)X pour toutH ∈ a

}
ne soit pas réduit à{0}. L’applicationX �→ Y = 1

2(X − θX) est un isomorphisme linéaire degα sur l’espace propre

pα = {
Y ∈ p | (adH)2Y = α(H)2Y pour toutH ∈ a

}
.

Soit Hα ∈ a le vecteur défini parB(H,Hα) = |Hα|2α(H) pour toutH ∈ a, de sorte queα(Hα) = 1. On note
|α| = |Hα|−1.
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Théorème 3.1. SoientX = G/K un espace riemannien symétrique de type non compact,α une racine de(g,a),
Y ∈ pα tel que|Y | = |α|−1 et X ∈ gα le vecteur défini1 par Y = 1

2(X − θX). Prenonsξ0 = ExpRHα pour origine
dans l’espace des géodésiques, et soitR la transformation aux rayons X obtenue en intégrant sur les géodés
d’une famille contenant lesg · ξ0, g ∈ G.

AlorsR est inversée par les formules suivantes, pouru ∈ C∞
c (X) etx ∈ X,

u(x) = −|α|
π

∞∫
0

∂

∂t

(
R∗

exptY Ru(x)
) dt

sht
= −|α|

π

∞∫
0

∂

∂s

(
R∗

expsXRu(x)
)ds

s
. (4)

Démonstration. D’après la Section 2 il suffit de montrer que, pour toute fonctionK-invarianteu ∈ C∞
c (X),

u(x0) = −|α|
π

∞∫
0

∂

∂t

(
Ru(exptY · ξ0)

) dt

sht
= −|α|

π

∞∫
0

∂

∂s

(
Ru(expsX · ξ0)

)ds

s
(5)

où, compte tenu de|Hα| = |α|−1,

Ru(g · ξ0) =
∫
ξ0

u(g · x)dm(x) = |α|−1
∫
R

u(g · ExprHα)dr.

SoitZ = 1
2(X + θX) ∈ k. On vérifie aisément queHα , Y etZ ont même norme et que

[Hα,Y ] = Z, [Hα,Z] = Y, [Y,Z] = −Hα. (6)

L’application

ϕ :
1

2

(
x y + z

y − z −x

)
�−→ xHα + yY + zZ, x, y, z ∈ R,

est donc un isomorphisme d’algèbres de Lie de sl(2,R) sur la sous-algèbreg∗ deg engendrée parHα , Y , Z, d’où un
morphisme surjectif du revêtement universel de SL(2,R) sur le sous-groupe de LieG∗ deG d’algèbreg∗. Par suite
une égalité dans SL(2,R) telle que

expAexpB = expC expD expE,

avecA, . . . ,E ∈ sl(2,R) entraîne dansG∗

expϕ(A)expϕ(B) = k expϕ(C)expϕ(D)expϕ(E),

pour un certaink ∈ expRZ commutant àG∗. En effet SL(2,R) est le quotient de son revêtement universel pa
sous-groupe discret central, dont l’image parϕ est contenue dans le centre deG∗, a fortiori dans le sous-group
compact maximalK ∩ G∗ = expRZ deG∗.

On vérifie ainsi, par un calcul élémentaire dans SL(2,R), la décomposition de Cartan (G = KAK)

exptY exprHα = k1 exp(wHα)k2, (7)

aveck1, k2 ∈ expRZ ⊂ K etw = w(r, t) � 0 défini par

chw = chr cht.

On reconnaît dans cette égalité le théorème de Pythagore dans le plan hyperbolique engendré parHα et Y . Par suite,
si u estK-invariante,

Ru(exptY · ξ0) = 1

|α|
∫
R

u
(
Expw(r, t)Hα

)
dr.

1 Le contexte écarte toute confusion entre ce vecteur et l’espaceX = G/K !
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Or l’action adjointe de expRZ surHα est donnée par

Ad(exptZ)Hα = (cost)Hα − (sint)Y, t ∈ R, (8)

les deux membres étant, d’après (6), solution du système différentielX′(t) = [Z,X(t)]. En particulier expπZ trans-
forme Hα en son opposé, doncu(ExpwHα) est fonction paire dew ∈ R, C∞ à support compact, et on peut écr
u(ExpwHα) = u(chw), oùu estC∞ à support compact sur[1,∞[ (cf. [8] p. 270). Il vient

Ru(exptY · ξ0) = 1

|α|
∫
R

u(chr cht)dr,

et le premier membre peut s’écrireRu(τ), avecτ = cht et

Ru(τ) = 2

|α|
∞∫

0

u(τ chr)dr.

La résolution enu de cette équation intégrale du type d’Abel est classique. Elle entraîne d’abord

∞∫
0

Ru(τ chs)
ds

chs
= π

|α|
∞∫

τ

u(ρ)
dρ

ρ
, τ � 1. (9)

Le premier membre est en effet l’intégrale double 2|α|−1
∫ ∫

u(τ chr chs)dr ds/chs, et le changement de variabl
(r, s) �→ (ρ, θ), avecρ � τ et 0� θ � π/2 définis par

ρ = τ chr chs, sinθ = shr√
ch2 r ch2 s − 1

,

donne dr ds/chs = dρ dθ/ρ, d’où (9). En dérivant (9) enτ = 1 il vient

− π

|α| u(1) =
∞∫

0

(Ru )′(chs)ds.

Commeu(1) = u(x0) etRu(cht) = Ru(exptY · ξ0) c’est la première égalité (5).
La seconde s’en déduit par la décomposition d’Iwasawa (G = KNA)

exptY = k exp
(
(sht)X

)
a

aveck ∈ expRZ eta ∈ expRHα , aisément vérifiée dans SL(2,R) comme expliqué plus haut. Donc

Ru(exptY · ξ0) = Ru
(
exp(sht)X · ξ0

)
,

d’où la seconde égalité (5) avecs = sht .

Remarques. (i) D’après (7) le point exptY · ExprHα = k1 · ExpwHα est à la distance|α|−1w de l’origine, minimale
pourr = 0 comme fonction der . Le point ExptY est donc la projection orthogonale dex0 sur la géodésique exptY ·ξ0,
et la transformation décaléeR∗

exptY intègre sur une famille de géodésiques à distance|α|−1t du point considéré.
(ii) D’autres choix de la racineα donnent d’autres formules d’inversion. Mais,α étant choisie, le choix deY ∈ pα

(avec|Y | = |α|−1) est sans importance : deux tels vecteurs sont dans une mêmeK-orbite puisque chacun d’eux pe
être transformé enHα par l’action deK , d’après (8) avect = −π/2.
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