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Résumé
On établit une formule d'inversion pour la transformation de Radon sur les géodésiques d’'un espace riemannien symétrique di
type non compact, au moyen de la transformation de Radon duale déealéeiter cet article: F. Rouviére, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

X-ray transform on a symmetric space. An inversion formula is proved for the X-ray transform on a Riemannian symmetric
space of the non-compact type, by means of the shifted dual Radon tran$tocite this article: F. Rouviére, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 342 (2006).
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Abridged English version

Let G/K be a Riemannian symmetric space of the non-compact type, whé&e connected non-compact real
semisimple Lie group with finite center arid is a maximal compact subgroup. We use the classical semisimple
notations (cf. [2]):g = £ & p is the Cartan decomposition of the Lie algebra with Cartan involwdianis a maximal
Abelian subspace qf, g, is the space of alk € g such that adi (X) =« (H)X for any H € a, andp,, is the space of
all Y e p such thatadH)2(Y) = («(H))?Y foranyH < a.

Main result Letu be aC* function with compact support afi/ K . The X-ray transform of beingRu(¢) = fs u,
whereé is any geodesic of;/ K, we prove the followingnversion formulagor this transform: for any € G/K

o0 o0
le| [0 dr le| [ D
u(x)=—— g(RprzYR“(X))m =-— g(RéxpsxRu(x))

0 0
Here « is any root ofg with respect toa, with norm |«| given by the Killing form,Y € p, is chosen such that
Y| = |a|~1, andX € g, is defined byy = %(X —0X). Theshifted dual Radon transfor®}, with y € G, is given by
R;‘; Ru(g - xp) = fK Ru(gky - &) dk, whereg € G, xo = K is the origin ofG/K and&g is a chosen origin in the set of

ds
=
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geodesics. Roughly speakingj; integratesku (&) over a set of geodesics at a given distance fignin our inversion
formulasgg is the geodesic througty with direction H, € a, a vector dual ter by means of the Killing form.

Sketch of proofit is enough to prove the inversion formulas foKainvariant functionu. The vectorsH, andY
generate a hyperbolic plane, the above integrals can then be computed explicitly and the problem boils down to
classical Abel integral equation. This gives the first formula, with shiftz&prthogonal togy. The latter follows
easily, with shift exp X in the nilpotent part of the lwasawa decompositiorGof

1. Introduction

Inverser la transformation aux rayons X d’une variété riemannienne, c’'est reconstruire une fanstionette
variété a I'aide de la famille de ses intégralas(&) sur toutes les géodésiques 'exemple de base, celui des droites
du plan euclidien, a été résolu par J. Radon dans son article fondamental de 1917 [7]. Il donne la formule d’inversiol

]

1 [dF. (1)
ux)=-—— / —,
i1 t
0
ou F,(¢) est la moyenne d&u(&) sur toutes les droites a distance du pointx, et signale de plus, sans démons-
tration, le résultat analogue pour le plan hyperbolique, ave@sHieu der au dénominateur. Aprés un long silence
le probleme a été repris par de nombreux auteurs, notamment S. Helgason [3], puis C. Berenstein et E. Casadio
rabusi [1], S. Gindikin, S. Ishikawa [5], A. Kurusa [6], B. Rubin [10], .. .. Dans ces travaux les formules d’'inversion
ne sont établies que pour des espaces a courbure constante (géométrie euclidienne, sphérique ou hyperboliqu
a I'exception du résultat récent de Helgason [4], indépendant du ndtre et obtenu par une méthode différente.
On montre ici que la formule annoncée par J. Radon pour le plan hyperbolique s’étend a la transformation au
rayons X sur tous lesspaces riemanniens symétriques de type non copipades espaces homogenés= G/K
ou G est un groupe de Lie semi-simple réel, connexe non compact et de centre fniyjresous-groupe compact
maximal. Notre formule s’écrit

o
la| [ @ dr
u(x)=—7 E(szp,YRu(x))%. 1)
0

Ici u désigne une fonction quelconqdé® a support compact suf, x un point deX, « est une racine et la transformée
de RadonRu (&) est obtenue en intégramtsur les géodésiqueésde X. Soit&g la géodésique de directianpassant
par l'originexg de X ; le vecteurY est choisi orthogonal & enxg, de normew|~1. La transformée de Radon duale
classiqueR*v(x), moyenne d’'une fonction(¢) sur une famille de géodésiquepassant pat, est ici remplacée par
la transformée duale décalée, ., v(x), moyenne de sur une famille de géodésiques a distafde s dex. On
donne aussi une variante de (1?, avec décalage dans le sous-groupe nilpotent de la décomposition d’lwasawa.

La preuve de (1) s’obtient par réduction au cas du plan hyperbolique engendjg gtdf. Dans [4] Helgason
déduit sa formule d’inversion, valable seulement lorsque I'espaest de rang > 1, de celle de I'espace euclidien
de dimensiori.

Avec les notations de (1) la formule de J. Radon (étendue a la transformation aux rayori®”X sécrirait

e¢]

1 d
ulx) = - / E(R,*YRM(X))
0

dr

t 9

tY étant une translation d@” de longueur et de directiont, un vecteur unitaire orthogonal a la drofigchoisie
pour origine.

2. Lerbledestransformations décalées

Soientxg = K l'origine de I'espaceX = G/K (muni d’'une métrique riemannienn@-invariante),&p une sous-
variété deX et & I'ensemble des sous-variétgs & déduites de&o par I'action des élémentg < G. On note @,
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resp. ang, la mesure induite sujo, resp. sui € Z, par la mesure riemannienne de La transformée de Radon
d’une fonctionu sur X est la fonction définie sug par

Ru(€) = / u(x) dme (x),
3

si I'intégrale converge. Pour € G la transformée de Radon duale décatBane fonctionv sur = est la fonction
R} v surX définie par

R;v(g~xo)=/v(gky~§o)dk, 8§€G,
K

ou ck est la mesure de Haar denormalisée pay, dk = 1. Cette définition dépend du choix de I'origiegdansz .
On retrouve la transformation duale classiqielorsquey est I'élément neutre dé'.
Supposons connaitre une formule d’inversionRda I'origine, pour les fonctionX -invariantes, sous la forme

u(xo) = (T (), Ru(y - &), 2

ou T est une forme linéaire sur un espace de fonctions de la vagapkrcourant une sous-variété de Si u est
maintenant une fonction quelconque ircontinue a support compact par exemple, la moyenne

ug(x)z/u(gk-x)dk,x €X,gegG,
K

est une fonctiorkK -invariante dex etu, (xo) = u(g - xo). Comme

Rug(y &0 = [ [ uleky -x)dn(o) ¢k = & Rutg -0

S0 K
on déduit de (2) la formule générale d’inversion
u(x) =(T(y), Ry Ru(x)) 3)

pour toutx € X. Pour inverserR il suffira donc, comme observé dans [9] p. 234, d’établir une formule du type (2)
pour les fonctions -invariantes sux .

3. Formuled’inversion

Rappelons quelques notations classiques de la théorie des groupes semi-simples (cf. [2]). {2 hate la
décomposition de Cartan de I'algébre de Lie@et 6 I'involution de Cartan, ot est I'algébre de Lie d& etp
s’identifie a I'espace tangent a I'origing de X. La forme de KillingB(Y, Z) =tr(adY adZ) de g permet de définir
le produit scalaire invariant ¥, Z >= —B(Y,0Z) deY, Z e g etlanormdY| = ./—B(Y, 8Y). LUespaceX est muni
de la métrique riemannienn@-invariante définie par ce produit scalaire gpuet I'application exponentielle Exp est
un difféomorphisme de sur X.

Soienta un sous-espace abélien maximalydet & une racine deg, a), i.e. une forme linéaire sur telle que
I'espace propre

g« ={X €g|(@dH)X = a(H)X pour toutH € a}
ne soit pas réduit §0}. L'applicationX +— Y = %(X — 60X) estun isomorphisme linéaire gg sur I'espace propre
pa =1{Y ep| (@dH)?Y = a(H)?Y pour toutH € a}.

Soit H, € a le vecteur défini paB(H, Hy) = |Hy|?a(H) pour toutH € a, de sorte quex(H,) = 1. On note
|| = | Ho | 7.
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Théoreme 3.1. SoientX = G/K un espace riemannien symétrique de type non compaghe racine de(g, a),
Y € p, tel que|Y| = ||t et X € g, le vecteur défidipar ¥ = %(X — 0X). Prenonstg = EXpRH,, pour origine
dans 'espace des géodésiques, et sola transformation aux rayons X obtenue en intégrant sur les géodésiques
d’'une famille contenant leg- &, g € G.
Alors R est inversee par les formules suivantes, poarC°(X) etx € X,

ol [0, & o, ds
u(x )——7 Py (R xpry Rt u(x)) ht__7/a (RS XpsxRu(x)) ) 4)

0 0

Démonstration. D'aprés la Section 2 il suffit de montrer que, pour toute fonciinvarianteu € C2°(X),

u(xg) = 1 / 2 (rutexpry -9) &= 2 [ 2 (Rucexpsx -60) (5)
0 0

ou, compte tenu dgH, | = ||,

Ru(g~$o)=/u(g'x)dm(x)= Ial_lfu(g'EXPrHa)dr.
éo R

SoitZ = %(X + 60 X) € . On vérifie aisément quH,, Y et Z ont méme norme et que

[Ho.Y1=Z, [Hy,Z]=Y, [Y,Z]=—H,. (6)
L'application
1
g0:§<yiz yjcz)»—>xHa+yY+zZ, x,v,z€R,

est donc un isomorphisme d’algebres de Lie 2, &) sur la sous-algébrg* deg engendrée pafl,, Y, Z, d'ol un
morphisme surjectif du revétement universel déZIR) sur le sous-groupe de Li8* de G d’'algébreg*. Par suite
une égalité dans SP, R) telle que

expA expB = expC expD expE,
avecaA, ..., E €sl(2,R) entraine dan&*
expp(A) expp(B) =k expp(C) expp(D) expy(E),

pour un certairk € expRZ commutant aG*. En effet SI(2, R) est le quotient de son revétement universel par un
sous-groupe discret central, dont I'image paest contenue dans le centre @&, a fortiori dans le sous-groupe
compact maximak N G* = expRZ de G*.

On vérifie ainsi, par un calcul élémentaire dangSR), la décomposition de Cartat(= K AK)

exptY expr Hy, = k1 explw Hy )k2, @)
avecks, ko € expRZ C K etw = w(r, t) > 0 défini par
chw = chr cht.

On reconnait dans cette égalité le théoréme de Pythagore dans le plan hyperbolique engéhdet paPar suite,
siu estK-invariante,

Ru(exptY - &) = %/u(Expw(r, 1)Hy) dr
o
R

1 Le contexte écarte toute confusion entre ce vecteur et 'espaee /K !
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Or I'action adjointe de exRZ sur H, est donnée par
Ad(exptZ)H, = (cost)H, — (sint)Y, teR, (8)

les deux membres étant, d’apres (6), solution du systeme différéfitiol=[Z, X (r)]. En particulier expr Z trans-
forme H, en son opposé, donaExpw H,) est fonction paire dev € R, C*° a support compact, et on peut écrire
u(ExpwH,) = u(chw), ollu estC*> a support compact sut, oo[ (cf. [8] p. 270). Il vient

1
Ru(exptY - &) = ﬁ /g(chr chr) dr,
o
R
et le premier membre peut s'écriR(t), avecr = chr et

o]

Ru(r) = %/g(r chr)dr.
0

La résolution ent de cette équation intégrale du type d’Abel est classique. Elle entraine d’abord

[e¢]

o
/&(fchs)£=1/z(p)d—p, T>1 9)
chs || 0
0 T

Le premier membre est en effet I'intégrale doub|l&|21]fg(r chr chs)dr ds/ chs, et le changement de variables
(r,s)— (p,0), avecp > t et 0< 0 < /2 définis par

shr

\/Chzrchzs —1’

donne @ds/chs =dpdd/p, d'oti (9). En dérivant (9) em = 1 il vient

p =1 chrchs, sing =

||

T = / (Ru)(chs) ds.
0

Commeu (1) = u(xg) et Ru(chr) = Ru(exprY - &) c’est la premiére égalité (5).
La seconde s’en déduit par la décomposition d’lwasaiea(K N A)

exptY = kexp((shr)X)a
aveck € expRZ eta € expRH,, aisément vérifiée dans 8, R) comme expliqué plus haut. Donc

Ru(exprY - o) = Ru(exp(shr)X - &),
d’ou la seconde égalité (5) avee= shr.
Remarques. (i) D’aprés (7) le point expY - Expr H, = k1 - Expw H,, est & la distancgy| 1w de I'origine, minimale
pourr = 0 comme fonction de. Le point Expr Y est donc la projection orthogonaleggsur la géodésique expy - &o,
et la transformation décalé, , , integre sur une famille de géodesiques a distaae's du point considéré.

(i) D’autres choix de la racinea donnent d’autres formules d’inversion. Maisétant choisie, le choix dE € p,

(avec|Y| = |«|~1) est sans importance : deux tels vecteurs sont dans une &éonkite puisque chacun d’eux peut
étre transformé e#l,, par I'action dek, d’aprés (8) avec = —x/2.
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