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Feuille 2.

1. Ecritures
On rappelle qu'une écriture d'un vecteur v € Vect(vy, vg, ..., vy,,) est un vecteur
(o1, o, ..., ) € R™ tel que v = vy + aovs + ... + QU
Soient v; = (1,2, —3,1), vo = (—1,1,1,1), v3 = (1,5,—-5,3) et F' = {vy,v9,v3}.

(a) Montrer que les écritures de (0,0,0,0) dans F' forment un sous-espace vectoriel de
R? dont on détermine une base.

(b) Est-ce que F est libre?

(c) Calculer toutes les écritures de (—1,1,1,1).

(d) Donner une base de Vect(vy, va, v3).

2. Coordonnées

Soit V' C R™ un sous-espace vectoriel et B une base de V. On rappelle que 'on désigne
par [v]g le vecteur des coordonnées d'un vecteur v € V' et que c’est par définition 'unique
écriture de v dans B. Par convention ce vecteur est toujours considéré comme vecteur
colonne.
Soient v; = (1,2, —1,0), vo = (1,0,1,1), v3 = (1,2,3,1) et F' = {v1, v2,v3}.
Soient w; = (4,0,0,3), wy = (0,—4,0,1), wg = (0,0,4,1).

(a) Montrer que la famille F est libre.

(b) Montrer (simultanément) que wy,ws, w3 € Vect(F') et calculer (en méme temps)
leurs coordonnées dans F'.

(c) Montrer que {wy,ws, w3} est libre et en déduire que Vect(F) = Vect(wy, wa, ws).
Puis calculer les coordonnées de vy, v, v3 dans la base B = {wy, ws, ws}.

(d) Vérifier que les matrices ([v1]p [v2]B [vs]B) et ([wi]F [we]r [ws]F) sont inverses I'une
a 'autre.

(e) Vérifier que si v = avy + vy + yvs € Vect(F') alors

wlg = ([vi]B [v2]B [v3]B)

= Q0



3. Sous-espaces vectoriels et solutions de systemes linéaires
A Taide de I’algorithme de Gauss on a vu que l’ensemble des solutions d’un systeme
linéaire homogene & n variables est un sous-espace vectoriel de R" (i.e. c’est Vect(F)
pour une certaine famille de vecteurs de R™). On se propose de voir comment tout sous-
espace peut se réaliser comme ’ensemble des solutions d’un certain systeme.

(a) Soient a,b,c € R. Réduire le systeme linéaire homogene(en x,y) suivante

r+2y=a
20 —y=2>
T—2y=c

Préciser I'équation (E) sur a, b, ¢ qui doit étre vérifié pour qu’il y ait au moins une
solution.
(b) Déduire que Vect(vy,vy) = Sol(E) ot vy = (1,2,1) et vy = (2, -1, —-2).

(c) Soit une famille F' de vecteurs de R"™. Expliquer plus généralement comment on
peut trouver un systeme linéaire homogene L telle que Vect(F') = Sol(L). Qu’est-ce
qu’on peut dire sur le nombre d’équations que 1’on obtient?

4. Somme et Intersection
Soient V, W C R"™ deux sous-espaces. On rappelle que

V+W={ueR" | veVweW tel que u =v+ w}

VAW ={ueR"|ueVetuec W}

Soient v; = (1,—1,1,0), vo = (1,2,3,4), v3 = (0,1,2,—1) et w; = (1,1,1,1), wy =
(1,2,1,-1), w3 = (1,0,1,0). Notons V' = Vect(vy, v, v3) et W = Vect(w;, wq, w3).

(a) Montrer que V 4+ W = Vect(vy, va,v3, wy, wy, w3). En déduire que V + W est un
sous-espace vectoriel de R™ et calculer une base de V' + W.

(b) Trouver des systémes linéaires homogene (L) et (L) telles que Sol(L) = V et Sol(L) =
w.

(¢) Notons L U L le systeme linéaire consistant en toutes les équations de L et celles de

L. Montrer que Sol(L U L) = VN W. En déduire que V NW est un sous-espace
vectoriel de R™, puis calculer une base de cette espace.

(d) Vérifier la formule dim(V + W) = dim(V') + dim(W) — dim(V N W).



