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Exercice 1. Soit p, q > 0 et f : R2 → R2 dé�nie par f(x, y) = xpyq

x2+y2 , pour (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} et f(0, 0) = 0.
Montrer que :

1. f est continue sur R2 si et seulement si p+ q > 2.

2. f est di�érentiable sur R2 si et seulement si p+ q > 3. Donner la di�érentielle.

Exercice 2. Soit f : R2 → R2 dé�nie par f(x, y) = x2sin( yx ) si x 6= 0 et f(0, y) = 0. Montrer que f est

di�érentiable sur R2. Déterminer les points où les dérivées partielles ∂f
∂x et ∂f

∂y sont continues.

Exercice 3. Trouver les points de R2 où la fonction f : R2 → R, dé�nie par f(0, 0) = 0 et f(x, y) = x2(x2+y2)
5
2

x4+(x2+y2)4

si (x, y) 6= (0, 0), est di�érentiable.

Exercice 4. Soit r : Rn → R dé�nie par r(x) = ||x||2, pour x ∈ Rn. Soit α ∈ R. Calculer le gradient de rα.

Exercice 5. On note En l'espace des polynômes réels à une indéterminée de degré inférieur ou égal à n. Etudier
la di�érentiabilité des applications suivantes :

α : En → R
P 7→ sinP (0)

,
β : En → R

P 7→
∫ 1

0
(P (t)3 − P (t)2)dt

,
γ : E2 → E4

P 7→ P
′ − P 2 .

Exercice 6. Soit E = L(Rn,Rn). Etudier la di�érentiabilité des applications suivantes aux points indiqués
entre parenthèses :

α : E → R
u 7→ det(u)

(u = id),
β : E × E → E

(u, v) 7→ u ◦ v ((u0, v0)),
β : E × E → R

(u, v) 7→ Tr(u ◦ v)
((u0, v0)).

Exercice 7. Soit F = C0([0, 1],R) muni de la norme ‖f‖ = sup[0,1] |f(t)| et E = C1([0, 1],R) muni de la norme

‖f‖ = sup[0,1] |f(t)| + sup[0,1] |f ′(t)|. Montrer que l'application Φ(f) = f ′ + f2 de E dans F est di�érentiable
en tout point de E.

Exercice 8. Soit f : U ⊂ E1 × E2 → F une application di�érentiable en (x0, y0) ∈ U . Montrer que f1(x) =
f(x, y0) et f2(y) = f(x0, y) sont di�érentiables en x0 et y0 respectivement, calculer leur di�érentielles et montrer
que d(x0,y0)f(h1, h2) = dx0

f1(h1) + dy0f2(h2).

Exercice 9. Soit f : U → F une application C1 et x0 ∈ U . On pose g(t) = f(x0 + th). Montrer que g est C1 et
calculer g′(0).

Exercice 10. Soit f : Ω ⊂ Rn → Rp une application di�érentiable en x. Exprimer la matrice de dxf par
rapport aux bases canoniques de Rn et Rp en fonction des dérivées partielles de f .

Exercice 11. Soit f : R2 → R2 dé�nie par f(x, y) = (sin(x2 + y2), xy). Calculer le rang de d(x,y)f en fonction
de (x, y) ∈ R2.

Exercice 12. Soit f : R2 → R une fonction di�érentiable. Montrer que les fonctions
q1 : R → R

x 7→ f(x, x)
et

q2 : R → R
x 7→ f(x,−x)

sont dérivables. Calculer leur dérivée.
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Exercice 13. Calculer la dérivée de la fonction ϕ(x) =
∫ b(x)
a(x)

f(x, t) dt en fonction de celles de a, b et de f .

Exercice 14. Soit f : U → V , g : V →W et h : W → Z des applications di�érentiables en x, f(x) et g ◦ f(x)
respectivement. Montrer que h ◦ g ◦ f est di�érentiable en x et calculer dx(h ◦ g ◦ f).

Exercice 15. Soit F : E → F une application di�érentiable et G un sous-espace de E. On note f = F|G la
restriction de F à G. Montrer que f est di�érentiable et calculer sa di�érentielle en fonction de celle de F .

Exercice 16. Montrer que l'application

Φ : ]0,+∞[×]− π, π[ → R2 \ {(x, 0)/x 6 0}
(r, θ) 7→ (x, y) = (r cos θ, r sin θ)

est C1. A toute fonction f(x, y) en coordonnées cartésiennes, on associe une fonction en coordonnées polaires
g(r, θ) par la formule g(r, θ) = f ◦ Φ(r, θ). Exprimer ∂g

∂r et ∂g
∂θ en fonction de ∂f

∂x et ∂f
∂y .

Exercice 17. Soit M une matrice de Mn(R), et k : Rn → Rn une fonction di�érentiable sur Rn. Calculer la
di�érentielle de la fonction V : Rn → R dé�nie par,

∀x ∈ Rn, V (x) = 〈Mx, x〉+ ‖x− k(x)‖2.

en fonction de dk.

Exercice 18. Montrer que GLn(R) est un ouvert de Mn(R) et que la fonction f : GLn(R)→ GLn(R) dé�nie
par,

∀M ∈ GLn(R), f(M) = M−1,

est C1 sur GLn(R) et calculer sa di�érentielle (déterminer comment les coe�cients de M−1 dépendent des
coe�cients de M , puis calculer la di�érentielle de f en di�érentiant l'égalité M × f(M) = In).

Exercice 19. Soit f une application C1 en x0 et g une application C1 en f(x0). Montrer que g ◦ f est C1 en
x0.

Exercice 20. On considère Rn munit de la norme euclidienne canonique. Soit

f : Rn \ {0} → Rn
x 7→ x

‖x‖

1. Calculer la matrice jacobienne de f .

2. Montrer que Df(x)x = 0. Peut-on trouver ce résultat sans calcul ?

3. Calculer le déterminant Jacobien de f .

Exercice 21. On dit que f : E → R est homogène de degré k si on a f(λx) = λkf(x) pour tout x et tout
λ > 0. On suppose que f est di�érentiable en x0, montrer qu'on a dx0

f(x0) = kf(x0) (identité d'Euler).

Exercice 22. Soit f : Ω ⊂ Rn → Rp une application di�érentiable en x.

1. On note G = {(x, y) ∈ Ω × Rp/ y = f(x)} le graphe de f . On appelle espace tangent au graphe de f en
(x, f(x)) l'ensemble T(x,f(x))G = (x, f(x)) + {γ′(0)/ γ :]− ε, ε[→ G est C1, γ(0) = (x, f(x))}. Montrer que

T(x,f(x)G = (x, f(x)) + {
(
v,
∑n
i=1 vi

∂f
∂xi

(x)
)
/ v ∈ Rp}. En déduire une base du plan tangent au graphe de

f(x, y) = xy + x3 au point (1,−1, 0).

2. Montrer que (v1, · · · , vn, w1, · · · , wp) ∈ T(x,f(x))G ssi w − f(x) = dxf(v − x). En déduire une équation
Cartésienne du plan tangent au graphe de f(x, y) = xy + x3 au point (1,−1, 0).
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