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Chapitre 1

Séance 1 : Utilisation de Scilab

1.1 Généralité

Apres discrétisation, la résolution d’un probléme numérique revient essentiellement & manipuler des
matrices et des vecteurs. C’est pour cela qu’il est judicieux d’utiliser une interface spécialisée dans la
manipulation de tels objets comme Matlab ou Scilab. Pour des raisons de commodité, on va plut6t
apprendre quelques intructions Scilab (ce logiciel est distribué gratuitement par 'INRIA & Padresse
“http ://www-rocq.inria.fr/scilab/*).

[=][a][x]

scilab-2,6 | scilab-2,6 Scilab Group (Inria. Enpc) |

[File][cantral | [Demas | [Graphic Window o | [Help |

scillab-—-2 .6
Copyright (C) 19839-2001 INRIA

Startup execution:
loading initial enwvironment

B

F1G. 1.1 — La fenétre scilab

Une fois que l'on a lancé ce logiciel, on doit travailler dans la fenétre 1.1 qui permet de taper les

instructions Scilab aprées le curseur --> .

On a aussi acces a différents menus :

* le menu File permet de lire des fichiers contenant des instructions Scilab, de rajouter des fonctions
et de sortir de Scilab.

* le menu Control permet de stopper et redémarrer les programmes en cours d’exécution.
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* le menu help explique comment utiliser les diverses instructions.

1.2 La création de Matrice et Vecteur

Vecteur ligne : z = ( 1 2 3 )

x = [1,2,3]
ou
x = [1 2 3]
1
e Vecteur colonne : z = | 2
3
x = [1; 2; 3]
1 2 3
ice: A=
e Matrice <4 5 6)
A=1[123; 45 6]
e Dimension d’une matrice :
size(A)

e Vecteur ligne avec incrément constant :

[deb:pas:fin]

linspace(deb,fin,n)

V = 0:10 // increment 1 par defaut
e Nombre de x & y par pas de 1 :

Xy
e Nombre de z & y par pas de p :

X:p:y
e 1 nombres entier entre z et y :

linspace(x,y,n)
e La iéme coordonnée de V :

V(i)
e La derniére coordonnée de V :

V($)
e Prend les valeurs de V de i1 a i :

V(il:i2)

e Supprime les coordonnées de i1 a 49 :
V(il:i2) = []
e Sélection d’un élement dans une matrice :
la valeur & la 2éme ligne et 2éme colonne
A(2,2)
le 1ler vecteur colonne
AC:,1)
e Concaténation de matrice

M=(4 A):
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M = [A, A]
A
M = (.A > :

M = [A; A]

e Matrice de zéros :
zeros(m,n)

e Matrice de un :
ones(m,n)

e Matrice identité :
eye(m,n)

e Redimensioner la matrice A, m et n étant les nouvelles dimensions :
matrix(A,m,n)

1.3 Les opérations élémentaires

On peut faire de maniére simple des opérations sur les matrices :
e Les opérations élementaires sur des matrices A et B :

*, - s s —
AxB
A"2
e les opérations terme & terme :
Sy, o/, s T
on met chaque élement de A au carré
A ." 2
e Solution d’un systéme linéaire :
z solution de Az = b
A\b
z solution de zA = b
A/b
e La transposé de A :
A J

e L’inverse, la trace et le déterminant de la matrice A :

inv(A)
trace(A)
det (A)

1.4 Le language de programmation

Comme pour tout language, on peut écrire des programmes a l’aide des instructions élémentaires
usuelles :
e Boucle :
for i=1:4
<instruction>
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end;
e Boucle conditionnelle :
while <condition>
<instruction>
end;
e Instruction sous condition :
if <condition> then
<instruction>
else
<instruction>
end;
Pour les conditions, on peut utiliser les opérateurs de comparaison :
<> différent de; == égal a; < et > pour supérieur et inférieur.
et les opérateurs logiques :
& et, | ou.
e Ecrire une fonction :
il faut ouvrir un fichier que 'on appelle nom de_la fonction.sci dans lequel on écrit les lignes
suivantes.
function [s1,s2]=nom_de_la_fonction(el,e2)
<instruction>
endfunction
ou el et e2 sont les variables d’entrée et s1 et s2 les variables de sortie.
Puis sous Scilab, on utilise la commande exec(’nom_de_la_fonction.sci’) ; .

1.5 Les fonctions graphiques
les principales sont plot2d, plot3d et contour2d (faire help le nom de la fonction pour plus d’infor-
mation). Il y a aussi xbasc() et xdel() pour effacer les dessins ou fermer la fenétre graphique.

1.6 Les exercices.

Objectifs :
= Apprendre quelques rudiments sur scilab.
= Calcul de la solution d’une équation par les différences finies.



Chapitre 2

Séance 2 : Eléments finis 1D

2.1 Généralité

On peut rappeler sommairement le principe du calcul par éléments finis sur un exemple. On doit
résoudre 1’équation suivante

—u"+u=1

uw(0) =a et u(l)=0>

en écrivant la formulation faible
1 1
/ (u' v +uwv) dz = / v dz + [u'(1) v(1) — u'(0) v(0)]
0 0
ol v appartient & une base convenable de fonction test (¢;). Sur cette base la solution u s’écrit :
%

Finalement, pour le vecteur U = (u;); le systéme linéaire & résoudre A U = F est obtenu par

w = [ 6 b+ 4] do et fi / i do (2:2)

C’est le choix des fonctions tests ¢; qui va conditionner le reste du calcul.

2.2 Le maillage

Un programme éléments finis utilise un maillage. C’est a4 dire une partition du domaine K ou est
défini I’équation en plusieurs Nelt petits domaines ou éléments. Dans notre exemple K = [0, 1], et

K = Ul,ggllt Ky ot les K, = [z}, 2] sont des sous intervalles de K (voir Figure 2.1).

Comme la structure du programme de résolution associé & un certain type d’équation ne doit pas

dépendre du maillage choisie, ce maillage doit étre structurée d’une certaine fagon et il doit fournir

les informations suivantes :

e Nelt le nombre d’éléments.

e Nno le nombre de noeuds par élements. Ce nombre est conditionné par le type d’approximation
choisie.

e la matrice COOR de taille Npt x (dimension de 1’espace) qui donne les coordonnées des noeuds du
maillage. Il faut noter que Npt le nombre total de noeuds se déduit en général de Nelt et Nno.

e la matrice CONNEC de taille Nelt x Nnno qui permet de passer de la numérotation locale des noeuds
sur un élement & sa position dans la matrice COOR.

13
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2.3 Les éléments de référence 1D

A~

Dans les cas les plus simples, chaque élément est déduit d’un élément de référence, K, par une trans-
formation linéaire Tj. En une dimension, cet élément de référence est défini sur U'intervalle [-1,1] et la
transformation linéaire est trés simple (voir Figure 2.1) :

K — Ky
£ = z=Tg(§) =af Li(§) +a5 L2(¢) (2.3)

ou L et Ly sont les polynéme de Lagrange de degré 1 (cf. Table 2.1).

Nelt

.
+ ==

FIG. 2.1 - Maillage en dimension 1 : K = |J; K; ot K; = T;(K). K est ’élément de référence qui peut
avoir 2 ou 3 noeuds suivant I’approximation choisie

Sur cet élément, on sélectionne Nno noeuds et on construit une base de polynéme L; de degré Nno-1
qui vaut 1 sur un noeud et 0 sur les autres (ce sont les polynémes de Lagrange). A partir de ces
polynémes de Lagrange L;, on peut définir sur chaque élément Ky Nno fonctions polynomiales ¢z’~“ :

YF(z) = Li(T, (z)) pour =€ Ky (2.4)

On considéra trois types d’éléments : Po, P1 et Pa (voir Figure 2.2)

2.3.1 L’élément PO

Cet élément est le plus simple car Nno = 1 et L1(£) = 1; cela revient & approcher la solution par une
fonction constante par morceaux (c’est une approximation qui n’est pas continue).

2.3.2 L’élémentP,

Pour cet élément, on prend Nno = 2 et les L; sont donnés dans le tableau 2.1.

2.3.3 L’lément P,.

Pour cet élément, on prend Nno = 3 et les polynémes L; sont données dans le tableau 2.2. Le numéro
local du noeud central est 3 (voir Figure 2.2), pour ne pas avoir & trop modifier le programme quand
on passe de ’élément Py & Pa.
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no des noeuds
v~ surI’élément Ny

1 2

° | ° Elément P, a2 noeuds
-1 0 1

1 X 2 Elément P, a3noeuds
o . 3 2

-1 0 1

| .1 . Elément Py a1 noeud
I 1

-1 0 1

Fi1G. 2.2 — L’élément de référence peut avoir 1, 2 ou 3 noeuds suivant I’approximation choisie

(a0 %]

TAB. 2.1 — Polynémes de Lagrange P; sur 'intervalle de référence

L] Li© | % |

1—
1 6(25) é‘_%

31-¢€2] —2¢

TAB. 2.2 — Polynémes de Lagrange P2 sur l'intervalle de référence

2.4 la matrice de connectivité CONNNEC.

On place les coordonnées de tous les noeuds du domaine K dans une matrice que I’on note COOR.

Sa dimension est Npt x Dim ou Npt est le nombre total de noeuds et Dim est la dimension de la
géometrie (1, 2 ou 3).

Pour notre exemple Dim = 1 et Npt = Nelt*(Nno-1)+1.

La matrice de connectivité CONNEC de taille Nelt x Nno permet de donner la position du 7€éme noeud
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du keéme élément par I'affectation
x¥ = COOR(CONNEC(k, 1)).

Cette correspondance entre les numéro locaux (sur ’élément) et globaux (sur la matrice COOR) est
assez facile & écrire pour les problémes unidimensionels & 1’aide de la figure 2.3. Par exemple pour
I’élément Py :

1 3 2
3 5 4
CONNEC=| 5 7 6
No sur I’élément
1 1 1 p
F——1+—e&—1+—¢ el 0
No de la coordonnée 1 2 3
. 1
No sur I’élément 2
1 2 1 2 P
L * ¢ ¢ - 1
No de la coordonnée 1 9 3 4
- 1 2
No sur [I'élément 3
1 3 2 1 3 2
o o o o e P2
No de la coordonnée 1 2 3 5 6 7

Fia. 2.3 — Correspondance entre les numéros locaux et globaux des noeuds.

2.5 Les fonctions tests.

La base des fonctions test, ¢; (c.f. equation 2.1) se construit & partir des fonctions, w;-“ (définies sur
chaque élément Ky) de facon a ce que chaque fonction ¢; soit égale & 1 sur un noeud et nulle sur
les autres. La figure 2.4 montre schématiquement comment contruire ces fonctions pour ’élément Ps.
Dans la pratique on effectue pas cette opération de fagon explicite car on fait un balayage sur les
élément. Il faut seulement noter que

/qﬁidx:/ bidz ou / ¢ida:—l—/ pida
K Ky Ky Ki+1

suivant que le noeud ou ¢;(z;) = 1 appartient & un seul ou deux éléments.

2.6 L’intégration Numérique.

2.6.1 Passage a I’élément de référence.

Pour calculer les matrices A et F' de 1’équation (2.2), il faut évaluer des intégrales de la forme
Jx, f(z) dz. La fonction f(z) fait intervenir les fonctions d’interpolation ¢f et les propriétés phy-
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k1o g
lIJ2 wl > q)Zk-l
k
lIJ3
. §02k
Kk-l Kk Kk+1

F1G. 2.4 — Contruction des fonctions tests pour 1’élément Po .

siques du probleme.
La premiére étape consiste a faire un changement de variable pour évaluer cette intégrale sur 1’élément
de référence K :

fla) do = [ g(€) Jack(€)de
Ky K

ou Jac(€) est le Jacobien de la transformation T* et g(¢) = f(T}, (z)). Pour la transformation (2.3),
le Jacobien est constant

k k
k_ Tg — 7
Jac® = 5
On a aussi les relations suivantes :
dW-“ dL; dé 1 dL;
/5: — L . 1 — 2 kR - G

2.6.2 Meéthode de Gauss-Legendre

Cette méthode consiste & approcher 'intégrale par une expression de la forme

1 Ng
[ 96 de =3 pi gl (25)

ol Ng est le nombre de points de Gauss utilisés, p; et &; étant les poids et les coordonnées de ces points
(c.f. Table 2.3).

La quadrature de Gauss & Ng points est exacte pour des polyndmes de degré 2 Ng - 1. Pour notre
exemple, on doit évaluer des polynomes de degré maximum 4 (pour une approximation P2), il suffit
de prendre Ng = 3.

2.7 Calcul de la solution

2.7.1 Calcul du systéme élémentaire

Si on a une seule variable et un seul degré de liberté par noeud, on peut utiliser sur chaque élément

Ky une relation de la forme :
Nno

u(z)k, = u'(2) = Z:UWf(x) (2.6)
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Points d’intégration | Poids d’intégration | Degré de

Ng T; i précision

110 2 1

2 | -0.577350262918 1 3
0.577350262918 1

3 | -0.774596669241483 | .555555555555556 5
0. .8888888888888K89
0.774596669241483 | .555555555555556

4 | -0.861136311594052 | .347854845137454 7
-0.339981043584856 | .652145154862545
0.339981043584856 | .652145154862545
0.861136311594052 | .347854845137454

5 | -0.906179845938664 | .236926885056189 9
-0.538469310105683 | .478628670499365
0. .568888889888889
0.538469310105683 | .478628670499365
0.906179845938664 | .236926885056189

6 | -.932469514203152 .171324492379170 11
-.661209386466265 .360761573048139
-.238619186083197 .467913934572691
.238619186083197 .467913934572691
.661209386466265 .360761573048139
.932469514203152 .171324492379170

TAB. 2.3 — Points et poids pour I'intégration de Gauss-Legendre.

ot le vecteur U*F = (uf) est le vecteur des degrés de liberté élémentaire. La correspondance entre u¥
et u; est donnée par la matrice ADRESS.
Si on ne tient pas compte des problemes liées & I'imposition des conditions aux limites, on obtient le
systeme élémentaire Nno x Nno suivant

AFU* = FF (2.7)

ou : .
T3 ’ !
dy= [, [ v v vl] da
1
k T
ph= [ v do
Ty

AF est appelée matrice élémentaire.

2.7.2 L’algorithme d’assemblage

L’étape de 'assemblage consiste & prendre en compte les contributions de tous les systémes élémentaires
pour construire un systeme global que ’on devra résoudre pour obtenir la solution. Les coefficients a;;
et f; sont construits & partir des fonctions tests ¢; (c.f. relation 2.1). Comme ces fonctions tests sont
nulles presque partout sauf sur certain élément ou elles correspondent & une fonction ¢f, ces coefficients
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peuvent se déduire des coefficients afj et fjk L’algorithme d’assemblage est le suivant ( A_glob et
F_glob correspondent & A et F'; A_el et F_el & A* et F¥).

// initialisation de A et F a zero
A_glob = zeros(Npt,Npt); F_glob = zeros(Npt,1)
for k=1:Nelt // boucle sur les elements

< calcul de A_el et F_el >

for k1=1:Nno // debut boucle sur les lignes

i = ADRESS (k,k1)
F_glob(i) = F_glob(i) + F_el(k1)

for k2=1:Nno // debut boucle sur les colonnes

j = ADRESS (k,k2)
A_glob(i,j) = A_glob(i,j) + A_el(kl,k2)

end; // fin boucle sur les colonnes
end; // fin boucle sur les lignes

end; // fin boucle sur les elements

On a écrit I'algorithme d’assemblage en utilisant la matrice ADRESS qui permet de passer de la
numérotation des degrés de liberté (ou des inconnues) sur 1’élément & la numérotation globale. Dans
les exemples assez simples étudiés dans ce Chapitre, on peut prendre ADRESS = CONNEC.

2.7.3 Imposition des conditions aux limites.

Pour un probleme 1D, 'imposition des conditions aux limites est assez simple car il faut seulement
s’occuper des deux points extremes (z = 0 et z = 1). Cela revient & changer comme pour les différences
finies la premiere et la derniére lignes de la matrice globale.

Par exemple, si on a une condition de Diriclet u(0) = a, on associe & la premiére ligne de la matrice
I’équation u, = 0.

Si on a une condition de Neumann, on ne modifie pas la matrice globale.

Pour les probléeme de dimension plus élevée ce n’est pas aussi simple. C’est pour cela que I'on va
numéroter les degrés de liberté afin de séparer les vraies inconnues que I'on doit déterminer et les
valeurs fixées par les conditions aux limites de Diriclet. Cela est expliquée dans le prochain chapitre.

2.8 Les exercices.

Objectifs :

= Faire un maillage 1D (Matrices CONNEC, COOR).
= L’intégration numérique par les points de Gauss.
= Programmer ’assemblage.
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Chapitre 3

Séance 3 : Eléments finis 2D

La structure d’un programme éléments finis ne change pas trop quand on augmente la dimension
du probleme. Il suffit de connaitre les nouveaux éléments qui sont maintenant bidimensionnels et
d’expliciter le passage de 1’élément de référence a un élément quelconque.

3.1 Généralité

Pour des dimensions supérieures & un, le maillage (c’est & dire les matrices CONNEC et COOR)
est donné par un mailleur car il plus difficile de mailler une géométrie complexe avec un simple petit
programme. De plus, il faut optimiser la numérotation des noeuds pour limiter la taille mémoire quand
on inverse le systéme linéaire.

On va surtout s’attacher & décrire les éléments de référence usuels pour les problémes bidimensionels
et & expliciter le calcul du systéme élémentaire pour le probléme suivant :

—Au=f suruncarré [0,1] x[0,1]
avec les conditions aux limites
u(0,y) = u(l,y) = u(z,0) = u(z,1) = 0
la formulation faible s’écrit
1,1 1 z=1 1 y=1
Ik g aygg) aean= [ fLrmanars [1[32) v [ [550] a
ou v appartient & une base convenable de fonction test ¢;. Les derniers termes sont nuls car on choisit

habituellement une base de fonctions tests qui s’annulent sur les frontiéres ot il y a une condition aux
limites de Diriclet. Sur cette base la solution u s’écrit :

i
Finalement, pour le vecteur U = (u;);, le systéme linéaire & résoudre A U = F + S est obtenu par

aijzfol/ole.wi do dy ; fiz/ol/olqsi do dy (3.2)

et S dépend des conditions aux limites.

21
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3.2 Numérotations des inconnues : NUMER et ADRESS.

Le mailleur fournit les noeuds (la matrice COORD) et la matrice de connectivité CONNEC. Mais il peut
avoir plusieurs degrés de liberté par noeud et il faut aussi identifier les degrés de liberté qui sont fixés
par les conditions aux limites de Diriclet. C’est pour cela que 'on va introduire une nouvelle matrice
NUMER qui va pouvoir relier le numéro de I'inconnue au noeud auquel il est associé.

Pour simplifier, on suppose que 1'on a une seule variable physique et un seul degré de liberté par noeud.
Par conséquent, on a Npt degré de liberté u;. Si la solution doit vérifier des conditions aux limites de
type Diriclet, on place ces degrés de liberté dans un vecteur dont les NI premiéres composantes sont
les inconnues du probléme et les autres étant celles qui sont fixées par les condition aux limites :

I
| F |-

UNpt

La correspondance entre les noeuds et les degrés de liberté est faite & l'aide de la table NUMER (de
dimension Npt) qui contient pour chaque noeud le numéro du degré de liberté qui lui est associé. Le
programme permettant de créer cette table peut avoir la forme suivante :

NI = 0;
nc = 0;
for i=1:Npt
x = COOR(i);
if <’’teste si le point x n’est pas une cond. limite de type Diriclet’’>
NI = NI+1;
NUMER (i) = NI;
else
NUMER(i) = Npt-nc;
nc = nc + 1;
end;
end;

Aprés avoir exécuter ce programme, on a le nombre exacte d’inconnue NI. On peut maintenant
construire facilement la matrice d’adressage qui donne pour chaque élément Kj les numéros des
degré de liberté qui lui sont associés. Par exemple, le degré de liberté associé au iéme noeud du kéme
élément est :

ADRESS (k,i) = NUMER(CONNEC(k,i))

3.3 Eléments de référence 2D

En général, on utilise des triangles (élément P; ou P3), mais & cause de la géométrie particuliére du
probléme on va plutdt choisir des quatrangles (éléments Q; ou Q2)

Dans les cas les plus simples, chaque élément est déduit d’un élément de référence, K, par une trans-
formation linéaire T} (voir figure 3.1) :

K—)Kk
k
J

3oud [ T
( ¢ ) — ( z ) =Tp(&m) = ) Li (&) (3-3)

Ui

j=1 yf
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suivant que ’on a des triangles ou des quatrangles. Les fonctions L; sont respectivement les polynémes
de Lagrange du tableau 3.1 ou 3.3 pour les triangles ou les quadrangles.

kK
(X5.3)
kK
(X,Yy)
T
R k
4 3 (XE ,yE)
(01)
(-1,0) (0,0) (10 ; (XI; ’yli)
1 0-1 2

F1a. 3.1 — Transformation linéaire sur un quadrangle.

Les différents éléments de référence ainsi que la numérotation locale des noeuds sont tracés sur la
figure 3.2 . Les fonctions de Lagrange sont choisies de facon a ce qu’elles vallent 1 sur un des noeuds
et 0 sur les autres (d’autre choix de fonction sont possible). En résumé il s’agit de :

L’élément Py, pour lequel Nno = 3 et les L; sont donnés dans le tableau 3.1.

L’élément Py, pour lequel Nno = 6 et les L; sont donnés dans le tableau 3.2.

L’élément Qi, pour lequel Nno = 4 et les L; sont donnés dans le tableau 3.3.

L’élément Q2, pour lequel Nno = 9 et les L; sont donnés dans le tableau 3.4.

i | Liln) | B | %

TAB. 3.1 — Polynomes de Lagrange P sur le triangle de référence.
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n
P
o ¢ > 1
1 2
0,0 1,0) £ 3
Q Q
n 1 n 2
4 3 4 7 3
0,1) 0.1)
8 9 6
-1,0 -1,0
( ) (0,0) (1,0) £ ( ) (0,0) (1,0) £
©,-1
1 ©.-1 2 1 5 2

FiG. 3.2 — Eléments de référence les plus utilisés en dimension 2.

i Li(¢,m) P s

L 1=3(E+n) +2(E+m? | -3+4(+n) | -3+4(E+n)
2 —£(1 - 2¢) —1+4¢ 0

3 —n(1 — 2) 0 ~1+4p

4 441 -¢—n) 41 -2 —n) —4£

5 4én 4n 4€

6 4(1-&—mn)n —4n 41— & - 2n)

TAB. 3.2 — Polynomes de Lagrange P2 sur le triangle de référence.

3.4 L’intégration Numérique.

3.4.1 Passage a I’élément de référence.

Il faut donc évaluer des intégrales de la forme [ [ f(z,y) dz dy. La premiere étape consiste a faire

un changement de variable pour évaluer cette intégrale sur I’élément de référence K :

~ ‘n on
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i e | % L

R el B (R (CR

2 (1+€)4(1—7)) %(1 —n) _%(1 +¢)

3| WO |\ 14y | L1+

4 (1—6)4(14—7)) _%(14_77) i(l_g)

TAB. 3.3 — Polynomes de Lagrange Q1 sur le carré de référence.

ot Jack(€&,n) est le Jacobien de la transformation T}, et g(¢,n) = (T}, Y(z,y)). Pour la transformation
(3.3), le Jacobien est le déterminant de la matrice Jacobienne

/4 kDL 34 k0L

j=1T35 3¢ j=1T5an

DTy, = (3.4)
3/4 kOL; 3/4 kOL;
29:1 ijgl j=1 yja_nl

On a aussi les relations suivantes (avec les mémes notations que dans le Chapitre 2) :

k Oz | %
oyl OL;
By In

3.4.2 Meéthode de Gauss-Legendre

Si I'élément de référence est un quadrangle, on étend la formule 1D (relation (2.5)) au cas 2D en
mettant une double somme :

Ng Ng

// (&m) dE dn =~ pjpi g(&,m))

j=1li=1

ou les p;, & et n; sont toujours donnés par le tableau 2.3.

Si I’élément de référence est un triangle, on utilise la relation

/01/01_59(5,77) dn d§ z/ol/ol_ng(g,n) d¢ dn =~ Zp, (&, m)

ou les p;, & et 1; sont donnés dans la table 3.5. C’est la quadrature de Hammer.
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1| 7= -mn | 11 =261 —mn/4| (1 -EEL -2

TA+9OEA—nn | =31 +26) (1 —n)n | —3(1+EEQ — 2n)

3| 1A+ +nn | FA+2)1+n)n | $(1+EEQ+2n)

41 —3(1=8Q+n)n | -1 =200 +n)n | —3(1 — &)1 +2n)

5| —5(1-H1—n)n £ —n)n —3(1-¢%)(1 —2n)
6| 51+ —7%) | 3(0+26)(1—7?) —(14&)én
7| 1= +n)n —£(1+n)n 31 =€) (1+2n)

8| —3(1-91—n") | —3(1-26)(1~7) §=8n

8| (1-)1-n?) —2¢(1 =) —2(1 = &)

TAB. 3.4 — Polynémes de Lagrange Q2 sur le carré de référence.

3.5 Calcul de la solution.

3.5.1 Calcul du systeme élémentaire.

Si on a une seule variable et un seul degré de liberté par noeud, on peut utiliser sur chaque élément
Ky une relation de la forme :

Nno

u(z) |k, = uf(z) = ) ufyf () (3-5)
j=1

k k

ot le vecteur U* = (u]) est le vecteur des degrés de liberté élémentaire. La correspondance entre u;

et u; est donnée par la matrice ADRESS.

Si on ne tient pas compte des probléemes liées & I'imposition des conditions aux limites, on obtient le
systéme élémentaire Nno x Nno suivant

AFU* = FF (3.6)
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Points d’intégration | Points d’intégration | Poids d’intégration | Degré de
Ng T; Y i précision
1 | 0.3333333333333333 | 0.3333333333333333 0.5 1
3 | 0.666666666666667 | 0.166666666666667 0.166666666666667 2
0.166666666666667 | 0.666666666666667 0.166666666666667
0.166666666666667 | 0.166666666666667 0.166666666666667
4 | 0.333333333333333 | 0.333333333333333 -0.281250 3
0.2 0.2 0.260416666666667
0.2 0.6 0.260416666666667
0.6 0.2 0.260416666666667
6 | 0.108103018168070 | 0.445948490915965 0.1116907948390055 4
0.445948490915965 | 0.108103018168070 | 0.1116907948390055
0.445948490915965 | 0.445948490915965 0.1116907948390055
0.816847572980459 | 0.091576213509771 0.0549758718276610
0.091576213509771 | 0.816847572980459 0.0549758718276610
0.091576213509771 | 0.091576213509771 0.0549758718276610

ou :

TAB. 3.5 — Points et poids pour I'intégration sur un triangle.

ok, = / /K [vzpﬂT[Vzpf] de dy avec [Vyh] =

k
Ov5
ox

ok
Jy

se= [ | vk doay

Pour calculer numériquement ces intégrales on passe a 1’élément de référence :

ff://Li Jac d¢ dn
K

ou la matrice jacobienne DT}, est donnée par I’équation (3.4).

3.5.2 Imposition des conditions aux limites.

afj = //K [V’QZ);-C]T [Vd)f] Jac® d¢ dn  avec [Viﬁﬂ = (DTk_l)T [VL;]

27

L’assemblage s’effectue comme décrit dans le chapitre précédant. Une fois le systéme global assemblé,
il prend la forme suivante :

My
My,

ve ) ()=

)2 S¢
) ()

Cette partition particuliére provient de la numérotation des degrés de liberté que nous avons établie
(voir Section 3.2). Les termes S¢ et U sont connus. Le terme S est 13 pour prendre en compte le saut
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des variables secondaires (du/dz) quand on passe d'un élément & 'autre. En général S¢ = 0, sauf si
on a des conditions aux limites de type Neumann.

Par exemple, si u/(z) = d pour z € T, on a S(NUMER(i)) = d pour i tel que COOR(i, :) appartient
a IT', tandis que les autres termes sont nuls.

Si on a des conditions aux limites de type Diriclet, u(z) = a pour z € T, alors U¢(i) = a pour i tel
que COOR(i, :) appartient a I'.
Finalement, la solution va étre obtenue en résolvant :

My Ul = FE 4+ 8¢ — My, UC
On peut calculer S! aprés avoir déterminé U’ par

ST = My, U 4+ My, UC — FE
3.6 Les exercices.
Objectifs :

= Ecrire les équations et le programme qui permet de calculer le systéme élémentaire pour une
géometrie 2D.



