ESSI 1 MATHS NUMERIQUES 2000/01

Solution 19 : Rotations.

Ex 1 Rotation solide

1)

On a apreés calcul v = (—w y,w z,0). Donc on obtient

0 0
A=l w 0 0
0 0 0

2)
Dans le cas général
0 —w, wy WyZ — WY
A= W, 0 —wy et V=| w,x—wgz
—Wy Wy 0 Wzl — WyT
On vérifie facilement que A est anti-symétrique (AT = —A).

3)

On utilise VTR = RTV et on obtient 2RTAR = 0.
On utilise d(RTR)/dt = (dR/dt)TR + RTdR/dt.
1)

En utilisant que ’exponentiel est une somme de produit de matrice, on a (eA)T = A",
Puisque A est anti-symétrique e?” = e 4 et donc (e4)T = (e4) !
5)
SiQ=(1,1,1), on a les valeurs propres de A
1 ~1/2 —iV/3/2 —1/2 +iV/3/2
M=0Vi=| 1| ; =ivV3Va=| —1/24+iv3/2 | ; X3=—-iV3,Vz=| —1/2 —i/3/2
1 1 1

Si A= S8%S"" alors e* = Se”S~! avec S matrice formée par les vecteurs propres de A.
On a par définition dr/dt = v donc R = e**Ry = S.
On peut écrire aussi en posant SRy = C que

R = Cle)‘ltvl + 626)‘2tV1 + CgeAStV;),

La condition initiale & t = 0 donne ¢; = ¢y =c3 =1/3 et

1 (1 9 —~1/2 9 V3/2
Rt)=5| 1 |+3 cos(v/3t) —11 2| -3 sin(V3t) | —v/3/2
1 0

Ex 2 Rotations et quaternions

1)

(a) et (b) Il suffit de faire le calcul.

(c) Pour ¢q on utilise les régles de (a) et (b).

On aqf = w? — iQw% — jZ:E% - kza:% —1jx1ZT2 — thx123 — jizox1 — jkToms + ...



(d) De méme pour g192

q1q92 = (Wi1w2 — T1T2 — Y1Y2 — 2122

( )
(w12 + T1Ww2 + Y122 — 21Y2)
(w1y2 + y1we + 2129 — T122)
( )

w1zg + z1w2 + T1Y2 — Y122

2)
(a) r =cos0/2+ ksinf/2, on a

p = i(z(cos(0/2)?—sin(8/2)?) —y2 cos(/2) sin(6/2))+7 (x2 cos(0/2) sin(0/2) +y(cos(8/2)? —sin(8/2)?) +kz.

On retrouve la formule pour la rotation d’axe 0z et d’angle 6.
(b) On montre que pour ¢ = ia + jB8 + kv, on a €2 = —

rér = (c0s0/2,&sin0/2)¢(cos 0/2, —EsinB/2) =

(c) ro = Ro(7/2) = v2/2+§v2/2 et r1 = Ri(n/2) = v/2/2+iv/2/2. Onaror; = 1/24 (i/v/3+5/V/3 —
k/\/3)V/3/2 donc 6 = 21/3 et Taxe est 1/4/3(1,1,—1).

Ex 3
On écrit la forme quadratique sous la forme de somme de nombres au carré :

—2? — 5y? — 922 — day — 6zz — 8yz = —(x + 2y + 32)% — (y — 22)? + 422

Il y a une solution, on peut prendre z = —7/2, y =1et z =1/2.



