ESSI 1 MATHS NUMERIQUES 2000/01

Solution 20 : Forme quadratique et valeurs singuliéres

“survival kit”

e La norme de la matrice A est le nombre défini par

A
Il = max A2
w20 |||
On peut dire que ||A|| est la borne de 'amplification due & la matrice A, car

1 Az]| < || Af[|=]|

pour tout les vecteurs .

e Soit A une matrice de taille n x m :

- dim(Ker(4)) + dim(Im(A)) = m.
- Les matrice ATA et AAT sont symeétrique et semi-définie positive.
- Ker(ATA) = Ker(A) et rang(AT A) = rang(AA")= rang(A) = rang(AT).

e La Décomposition en valeur singuliére : Toute matrice A de taille m x n peut étre factorisé
de la fagon suivante :
A=U3x V"
ol la matrice ¥ est diagonale, et U et V' sont orthogonales.
Les colonnes de U (m x m) sont les vecteurs propres de AAT, et les colonnes de V (n x n) sont les
vecteurs propre de AT A.
Les r valeurs singuliéres de la matrice diagonale ¥ (taille m x n) sont les racines carrées des valeurs
propres non nulles de AAT ou AT A.
On peut remarquer que I'on a les relations suivantes sur les vecteurs propres u; et v; :

— Av; =ou;pour i =1,...,7 et Av; =0pouri=r+1,....,m.
— ATy =ow;pouri=1,...,7 et ATu; =0pouri=r+1,....,n.
¢ Les moindres carrés

Soit le systéme sur-déterminé

Az =b AeR"™™beR", n>m

I1 faut trouver z € R™ tel que ||7|| = ||b — Az|| soit minimale.
Une solution de ce probleme est z solution du systéme
AT Az = A"

Si le rang de A est m, on a une solution unique & ce probléme.

Sile rang de A < m, la n’est pas unique.

On peut aussi regarder le cas général ou, il y a aucune condition entre n et m et le rang(A4) = r.
Comme il peut y avoir plusieurs solution qui minimise ||Az — b||, on choisit celle qui correspond &
un ||z|| le plus petit possible.

SiA=UXV", on prend z = Vy avec y = cetc= U"'b.

Si on définit le speudo-inverse de A par A = VEU”T on a z = Ab.

3 est une matrice diagonale définit par :

(6;)=1/o; pour i=1,r et (6;)=0 pour i>r



Ex 1 Forme quadratique: méthode de Gauss
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2)
(a)
b2,

Q(X) = az? + 2bx1xy + dzi = a(z, + gmg)Z + (d - ;):1:2

(b)
b2y, 2

Cette forme quadratique s’écrit sous la forme Q(Y) = ay? + (d— % )y3 si on fait le changement de variable
b
Y = Y1 — 1 a I — LTY
Y2 0 1 Z9
3)
On remarque que le second terme de D est Det(A)/a et on utilise '"Ex 5 de la semaine 18
e Sia > 0etDet(A)/a > 0 alors a > 0 et Det(A) > 0 et les deux valeurs propres de A sont positives.

e Sia < 0etDet(A)/a < 0 alorsa > 0 et Det(A) > 0 et les deux valeurs propres de A sont négatives.

e Sia > 0et Det(A)/a < 0 alors Det(A) < 0 et une valeur propre de A est positive tandis que autre
est négative.

e Sia < 0etDet(A)/a > 0 alors Det(A) < 0 et une valeur propre de A est positive tandis que autre
est négative.

On a bien que les élements diagonaux de D ont les mémes signes que les valeurs propres de A.

Ex 2 Matrice définie positive

1)

On pose A=LU = LDﬁ avec dz’z’ = Ujg, dij == 0, '&Iii =1let ﬂij = u”/u“ si g 7é 0.

Ona AT =U"DL"=A=1LU.

Donc U = DL".

2)

comme A est définie positive les élements diagonaux de D sont positifs. On prend R = Lv/D.
3)

Q(z) = %xTATA:I: = :L'T%ATAJ,‘

(@ est une forme quadratique car la matrice AT A est symétrique de taille n x n. Elle definie positive car
Q(z) > 0siz #0 car A est de rang n.

2)
on pose

1 1 1
P(z) = 5 [|Az — b|* = ixTATAx —zTATh + EbTb

On pose z solution de AT Az = ATb.
Soit 4 un vecteur quelconque, on a

1 1
P(y) — P(z) = §yTATAy —yTAT - EH:TATAiL' +2TATh



1 1
= §yTATAy —yTAT Az + EICTATALE
1

= Sy ATAy - =)
On a P(y) — P(z) = Q(y — z) > 0 car () définie positive et donc P(y) > P(z) et le minimum de P est
atteint pour z solution de ATAz = ATb. On a Pyin = 5 (|[b]|? — ||4z||?).
On retrouve la solution des moindres carrés qui minimise ||Az — b||, pour une matrice A € R"*™,

Ex 3 Quotient de Rayleigh
(a)

zT Az .
R(z) = Ty = A1 la plus petite valeur propre de A
(b) .
T Az
R(z) zTMz !

Ici A solution du probléme aux valeurs propres généralisées Az = AMx.

Ex 4 Décomposition en valeurs singuliéres

1)
On laisse libre z et on exprime y et z en fonction de z. On obtient y =1 et z = 2 — x.
2)

Ja)=c?+1+4+0®>—4a=20°—4a+5=2(a—-1)2+3
Le minimum est atteind pour @ = 1 et X, = (1,1,1).

3)
31
AAT:<1 3)

On calcule les valeurs propres de AAT :
_ 1

On trouve \; =2 et u; = %(1, —1)et g =4 et u = ﬁ(l, 1). Les vecteurs de la matrice V' peuvent

étre calculés par v; = \/%ATui et Av; = 0. Donc

0 1/v/2 1/4/2
(1) v ) (08
0 1/vV2 —1/V2

4)
On pose X' = (z',4/, 2') et on doit résoudre ULX’' = b = (3,1)T. Par conséquent
! 1 Tb _ . ! 1 Ty \/_
T =—uib=1; y =—uyb=+v2
o1 o2
et 2/ qui est libre.
5)
Comme X = VX' ona || X|?=X'TV'VX' = X'TX' = ||X'||%. le minimum de || X||? =1+2+ 22 =
3 + 22 est atteind pour 2’ = 0.
On pose X = VX' et sachant que 2/ = 0, on a directement X = (1,1,1).



