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Rappels amphi 1 : Déterminants

Définition /Théoreme

Déterminant n X n
I existe une unique fonction det : M,(K) — K, telle que :
Q Soit A= (A ...|A") € M(K) et soit j € {1,...,n}.
Si A =X\ C + A\ G,, avec G, G, des vecteurs colonnes dans
K™ et A1, A2 des scalaires dans K, alors det(A) =

Aidet(Al]. . |JATHG .. |AT)+dadet(AY] .. AT G| . |A).

@ Supposons que A = (Al]...|A") € M,(K) et que A = AITL
pour un certain j € {1,...,n—1}. Alors

det(A) = 0.

Q det(l,) =1.
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Comportement du déterminant par rapport aux
opérations élémentaires de Gauss

© Supposons que la matrice A’ est obtenue a partir de la
matrice A aprés avoir permuté deux lignes quelconques. Alors

det(A') = —det(A).

@ Si la matrice A’ est obtenue a partir de la matrice A en
multipliant une ligne par un scalaire A, alors

det(A') = \det(A).

© Si la matrice A’ est obtenue a partir de la matrice A en
additionnant un multiple d'une ligne de A a une autre ligne de
A, alors
det(A") = det(A).
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Autres propriétés

Soit A € My (K).

@ Supposons que la matrice A a deux colonnes/lignes
identiques. Alors
det(A) = 0.

@ On peut développer le déterminant par rapport a n'importe
quelle ligne/colonne.
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Exemple 1 : calcul d'un déterminant

2 5 -3 =2
-2 -3 2 5
1 3 -2 2
-1 -6 4 3
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Exemple 1 : calcul d'un déterminant

2 5 -3 =2 2 5 -3
-2 -3 2 5 Ls¢Ls3+Lo -2 -3 2
1 3 -2 2 Lyclga—2l, | =1 0 0
-1 -6 4 3 3 0 0
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Exemple 1 : calcul d'un déterminant

2
-2
1
-1

5
-3
3
—6

-3
2
-2
4

-2

5
2
3

L3<—5+L2
L4(—L4—2L2

Lo—La+Ls
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Exemple 1 : calcul d'un déterminant

2 5 -3 =2 2 5 -3 =2
-2 -3 2 5 Ly<L3+Lo -2 -3 2 5
1 3 -2 2 Lyclg—2, | =1 0 0 7
-1 -6 4 3

LycLa+L3 -2 -3 2 5
- -1 0 0 7
2 0 0 0

5 -3 =2
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Exemple 1 : calcul d'un déterminant

2 5 -3 =2 2 5 -3 =2
-2 -3 2 5 Ly<L3+Lo -2 -3 2 5
1 3 -2 2 Lyclg—2, | =1 0 0 7
-1 -6 4 3

LycLa+L3 -2 -3 2 5
o -1 0 0 7
2 0 0 0
5 -3 =2
= 2-(-1)** -3 2 5
0 0o 7
5 3
_ 5.7 . (_1\3+3
= 2.7-(-1) 3 9 ’
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Exemple 1 : calcul d'un déterminant

2 5 -3 =2 2 5 -3 =2
-2 -3 2 5 Ly<L3+Lo -2 -3 2 5
1 3 -2 2 Lyclg—2, | =1 0 0 7
-1 -6 4 3

LycLa+L3 -2 -3 2 5
o -1 0 0 7
2 0 0 0
5 -3 =2
= 2-(-1)** -3 2 5
0 0o 7
5 3
_ 5.7 . (_1\3+3
= 2.7-(-1) 3 9 ’
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Exemple 2 : calcul d'un déterminant

2 5 6
-2 -3 —6
1 3 3
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Exemple 2 : calcul d'un déterminant

2 5 6 2 5 2
1 3 3 1 3 1
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Exemple 2 : calcul d'un déterminant

2 5 6 2 5 2
1 3 3 1 3 1
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Rang d'une matrice

Rang d'une famille de vecteurs

Soient uy, ..., u, des vecteurs d'un espace vectoriel E. Le rang de
la famille {u1, ..., up} est la dimension de |'espace vectoriel
Vect(uy, ..., up).

Rang des lignes / colonnes d'une matrice

Soit A une matrice dans M p, ,(K). On appelle le rang des lignes
de A le rang de la famille constituée des m vecteurs dans K" qui
forment les lignes de A. On appelle le rang des colonnes de A le
rang de la famille constituée des n vecteurs dans K qui forment
les colonnes de A.



Amphi 2 : Application des déterminants Fondements Mathématiques 3
Applications des déterminants : solutions de systémes linéaires a n équations et n inconnus

Rang - opérations élémentaires

Propriété

Les opérations élémentaires sur un ensemble de vecteurs d'un
K-espace vectoriel E ne changent pas le sous-espace vectoriel
engendré par cet ensemble de vecteurs.

La procédure d’'échelonner en lignes sur A nous permet de lire
facilement le rang des lignes de A !

La procédure d’échelonner en colonnes sur A (ou d'échelonner en
lignes sur *A) nous permet de lire facilement le rang des colonnes
de Al
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Exemple : calcul du rang des lignes
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Exemple : calcul du rang des lignes
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Exemple : calcul du rang des lignes

1 0 3 4 1 0 3 4
2 1 5 -1 beb2ho g 1 1 9
0 -1 1 9 0 -1 1 9
10 3 4

otk o1 -1 —9

00 0 O

Le rang des lignes de A est le nombre de pivots de la matrice
échelonnée et est donc 2.
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Exemple : calcul du rang des colonnes
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Exemple : calcul du rang des colonnes
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Exemple : calcul du rang des colonnes

1 0 3 4 1 0
2 1 5 -1 GGG 2 1
0 -1 1 9 0 —1
1 0

C4<—%—4C1 ) 1

0 -1
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Exemple : calcul du rang des colonnes

1 0 3 4 1 0 0 4
2 1 5 —1 Ge-G3G 2 1 -1 -1
0 -1 1 9 0 -1 1 9
e 1 0 0 0
AU 2 1 -1 —9
0 -1 1 9

e 1 0 00

Qe 5 1 0 0

G+ G+G 0 _1 0 0

Le rang des colonnes de A est le nombre de pivots en colonnes de
la matrice échelonnée en colonnes et est donc 2.
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Rang d'une matrice

Théoreme

Soit A une matrice dans M, ,(K). Alors le rang des lignes de A
est égal au rang des colonnes de A.

Définition
Soit A une matrice dans M, ,(K). Le rang de A est le rang des
lignes/ rang de colonnes de A.
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Systemes linéaires a matrices carrées - Résumé

Soit A € Mp(K). Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) Le systéme linéaire Ax =y a au moins une solution pour tout
y e K",
) Les colonnes de A engendrent K",
) Les lignes de A engendrent K",
) Le systeme linaire Ax = 0 a comme unique solution x = 0,
(v) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes,
) Les lignes de A sont linéairement indépendantes,
) Le systéme linéaire Ax = y a exactement une solution pour
tout y € K",
) Les colonnes de A constituent une base pour K",
) Les lignes de A constituent une base pour K,
(x) Le rang de la matrice A est égal a n,
) La matrice A est inversible,
) Le déterminant de A est non nul.



Amphi 2 : Application des déterminants Fondements Mathématiques 3
Applications des déterminants : calcul d'aires

Aire parallélogramme

Soient u, v € R? deux vecteurs. La valeur absolue du déterminant

det(u, v) est égale a I'aire du parallélogramme engendré par les
vecteurs u et v.

Det(X,X) = xy’-yx'
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Volume parallélépipede

Soient u, v et w des vecteurs dans |'espace vectoriel R3. La valeur
absolue du déterminant det(u, v, w) est égale au volume du
parallélépipede engendré par les vecteurs u, v et w.

= 93
(VR
M
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Inverse d'une matrice

Inverse d'une matrice

di1 412 ... din
. 421 4d22 ... a2n . . . .
SiA= ) , ) est inversible, alors il existe une
dnl1 dpn2 ... dnn

matrice B = (xjj)1<ij<n € Mn(K) telle que

a1 a2 ... ain X1,1 X12 ... Xin
a1 a2 ... an X21 X22 ... Xonp

. . . . . . = /n-
dn1 dn2 ... dnn Xnl Xpn2 ... Xnn
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Inverse d'une matrice

Inverse d'une matrice

On a AB = |, sii

a1l a2
a1 a2

dn1 dan2

a1l a1
a1 azp

an,l @an2

al,n
azn

an,n

al,n
a2.n

an.n
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Inverse d'une matrice

On simplifie la notation :

3171 8172 e 817,7 s 1 0 0
a1 a2 ... a&n , 01 0
anl 4dn2 ... dnn 00 ... 1

On échelonne le systéme jusqu'a ce que des opérations
élémentaires sur les lignes transforment la matrice A en la matrice
identité, les solutions apparaissent a droite !

~ (/m Ail)
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Test

Quel est le rang des familles suivantes dans R* ?
Q@ (1,0,0,0),(1,2,0,0),(1,2,3,0)

Q@ (1,0,0,0),(0,0,0,0),(1,2,3,0),(1,2,3,4)
Q (2,1,4,3),(2,1,2,0)
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Inverse d'une matrice

Test

Soit F = {v1,...,Vv,} une famille de vecteurs dans un espace
vectoriel E de dimension n. Quels énoncés sont vrais ?

Q
2]
o

Si F est libre, alors r = n ;
Si F est libre, alors r < n;

v € E est une combinaison linéaire de vy,..., v, si et
seulement si rang(F) = rang(F U {v}).

Tout vecteur v de E est une combinaison linéaire de vy, ...

si et seulement si r = n.

» Vr
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Inverse d'une matrice

Test

Soit A une matrice de taille m x n, avec 0 < m < n. Quels
énoncés sont vrais ?

Q rang(A) < nm;

2]
o
o
o
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Test

Soit A une matrice de taille m x n. Quels énoncés sont vrais ?
@ rang(A) = rang(*A) ;
@ rang(A) = max(m, n) si et seulement si A est inversible ;
© rang(A) = k si et seulement si A a k lignes linéairement
indépendantes ;

Q rang(A) = k si et seulement si A a k colonnes linéairement
indépendantes.
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Test

Les nombres 136,221 et 595 sont divisibles par 17. Montrer, sans
le calculer, que le déterminant de

1 36
2 21
5 95

est divisible par 17.
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