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Géométrie en R3

Soient v(v1, v, v3) et w(wy, wa, w3) des vecteurs de R3.
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Géométrie en R3

Longueur d'un vecteur en R3
Par le théoreme de Pythagore on trouve que la longueur du vecteur

v est :
vl = \/v12—|—v22—|—v32.

Distance entre deux points dans R3

La distance entre v et w est la longueur du vecteur w — v et est
donc

d(v.w) = [lw— vl = /(w1 — )2 + (w2 — v2)? + (ws — wa)2.
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Géométrie en R3

Dans le triangle ovw on a par la loi des cosinus :

2 2 2 N
w = vI[" = [Iv[® + [Iwl* = 2]lvi[ lw|[ cos(v), ~ d'ol

2 2 2
[Iv[I” + lwl]” = [[w — vl
2|[v][ lw
viwy + vows + v3ws
v flwl

cos(7) =




Amphi 3 - partie 2 : Espaces Euclidiens | Fondements Mathématiques 3
Bases orthogonaux et orthonormaux dans R”

Produit scalaire canonique en R”

Définition
Le produit scalaire canonique sur R" est I'application

SRR — R (v,w) —veow =< v,w >,
telle que pour v = (v1,...,v,) et w = (wy,...,w,) dans R" :

V-Ww=wviwi + ...+ vyWw,.

Autrement dit en R3 :

vV-w

o) = [oTTw
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Produit scalaire dans R”"

Propriétés
Le produit scalaire canonique sur R" est symétrique, défini positif
et bilinéaire :
Q symétrique : Yv,w e R":v-w=w-v.
@ défini positif : Vv € R" : v- v > 0 (positif)
v-v =0« v =0 (défini).
© bilinéaire : Vx,v,w e R"Va,be R :

x-(av+ bw) = a(x - v) + b(x - w),

(av + bw) - x = a(v - x) + b(w - x).
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Espaces Euclidiens

Définition
Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un produit
scalaire est dit espace Euclidien.

Exemple : Sur R[x] on définit : P- Q := fol P(x)Q(x)dx.
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Géométrie en R”"

Norme d'un vecteur en R”
La norme d'un vecteur v € R" est

IV = Vv = /v oo 2.

Distance entre deux points en R”

La distance (Euclidienne) entre les points v, w € R" est

d(w,v) = [lw —v].
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Géométrie en R”"

Rappel : Soit 7 I'angle entre deux vecteurs v et w de R3, alors

vV-w

<o) = oTTw

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Yv,w e R": |v-w| < |v| ||w]|.

D'ou : Vew
-1<———— <1
IviHwl
Définition
L'angle v (0 <y < 7) entre deux vecteurs v et w dans R” est tel
que
V- w

<o) = oTTw
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Vecteurs orthogonaux

Définition
Deux vecteurs v, w € R" sont orthogonaux si I'angle entre les deux
est m/2 ou donc si v - w = 0.

Notation : v L w.

Théoréme
Une famille de vecteurs orthogonaux dans R", chacun distinct du
vecteur 0, est linéairement indépendante.

Corollaire
Une famille de n vecteurs orthogonaux dans R”, chacun distinct du
vecteur 0, est une base de R".
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Bases orthogonaux/bases orthonormaux

Définition
Une base de R" qui est formée de vecteurs qui sont deux a deux
orthogonaux, est appelée une base orthogonale.

Définition
Une base de R" qui est formée de vecteurs de norme 1 qui sont
deux a deux orthogonaux, est appelée une base orthonormée.
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