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Feuille de travaux dirigés n°1
Exercices de révision

Exercice 1:
Soit X une variable aléatoire dont la loi est définie par :

P(X=-1)=02 P(X=0)=01 P(X=4)=03, P(X=5) =04

1. Calculer P(X < 3) et P(X >2)

2. Calculer I'espérance de X.

Exercice 2:
On lance deux dés équilibrés.

1. Modéliser 'expérience.
2. Quelle est la probabilité pour obtenir au moins un 4.

3. Quelle est I'espérance de la somme des deux dés?

Exercice 3:

Pour les expériences aléatoires suivantes, donner I'univers €2 et les probabilités qui les décrivent.
Puis pour chacune des variables aléatoires étudiées, préciser le nom de la loi quand cela est
possible, ses paramétres et I'expression de P(X = k)

1. On lance un dé 20 fois. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de 5 obtenus lors des
20 lancers. Calculer en plus la probabilité d’obtenir moins de 3 fois un 5.

2. Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On prend dans cette urne une
boule au hasard, on la remet et on ajoute une boule de la méme couleur que celle tirée.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches dans 1'urne.

3. On recommence le jeu précédent, avec X étant toujours la variable aléatoire égale au
nombre de boules blanches dans I'urne. Donner également la loi de la variable aléatoire
égale au nombre de boules noires et son espérance.

4. Au bord de I’A7, un étudiant fait du stop. En cette saison, un vingtiéme des automo-
bilistes s’arréte pour prendre un stoppeur. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
véhicules que I'étudiant verra passer avant d’étre pris en stop. Calculer en plus la proba-
bilité que I’étudiant monte dans la quatriéme voiture et la probabilité qu’il voit passer au
moins 6 voitures sans étre pris.

Exercice 4:
Soit X une variable aléatoire de loi B(n,p) et Y une variable aléatoire de loi B(n',p). On
suppose X et Y indépendantes.

1. Donner la définition de I'indépendance de X et Y



2. Donner la loide X 4+ Y.

3. Faire de méme si 'on suppose que X et Y sont respectivement des lois de Poisson de
parameétre \ et u.

Exercice 5:
Dans un aérodrome, la durée du processus d’atterrissage d’un avion, mesurée en minutes, est
une variable aléatoire T' dont la densité de probabilité est f(t) = t.e™* si ¢t > 0 et 0 sinon.

1. Vérifier que f est une fonction de densité.
2. Calculer P(T' > 2), P(1<T < 3).

3. Calculer I'espérance de T

Exercice 6:
On désigne par Xq,..., X, les rendements en quintaux par hectare de n parcelles ensemencées
avec une méme variété de céréales. On suppose ces variables indépendantes et de méme loi
N(u,0?).

1
On pose M = (X1 + ...+ X,,).

1. Calculer 'espérance et la variance de M.
2. Quelle est la loi de M?

3. On suppose que o = 2.5. Combien de parcelles faut-il observer pour que P(p—1 < M <
w4+ 1) >0.99?

Exercice 7:

On considére 3 urnes notées Uy, Uy et Us. U; contient 2 boules noires et 3 boules rouges. U,
contient une boule noire et 4 boules rouges. U;s contient 3 boules noires et 4 boules rouges.
On tire une boule dans U; et une dans Us; que ’on met toutes deux dans Us. On tire alors une
boule dans Us,elle est noire. Quelle est la probabilité que la boule tirée dans U; soit rouge?

Exercice 8:

Un filtre a particule recoit un flux de particules dont le nombre par unité de temps suit une
loi de Poisson de paramétre A. Il filtre ce flux de telle sorte que les particules non toxiques
sont rejetées dans 'air. Ces particules non toxiques sont présentes en proportion p dans le gaz
originel. Quelle est la loi du nombre de particules rejetées dans ’air par unité de temps?

Exercice 9:
Lorsqu’un géne porte deux alléles A et a, un individu peut avoir I'un des trois génotypes AA,
Aa ou aa. Il transmet alors aléatoirement un deux alléles & son enfant.

1. Calculer P(AA), P(Aa) et P(aa) pour un enfant dont les deux parents ont pour génotypes
respectifs
(a) AAet AA

(b) Aa et AA

(c) aa et AA

(d) Aa et Aa

2. on considére une population (génération 0) pour laquelle les proportions respectives des
trois génotypes AA, Aa et aa sont pg, gy et 79. On admet que 'appariement est aléatoire.

(a) Exprimer en fonction de pg, qo et 79 la probabilité p; qu’un enfant (génération 1) de
la génération 0 ait le génotype AA



(b) Mémes questions pour ¢; et ry.
3. Soit a = py — ry. Montrer que p; = (O‘“) g =2 et py = (1_70‘)2
4. Calculer p; — r1. Que peut-on en déduire sur p,,q, et r,, pour n > 17

Exercice 10:
Soit X une variable de loi uniforme sur [0; 1].
Pour n € N, on pose :

Yn:{n si0< X <1/n

0 sinon

La suite (Y;,) converge t’elle en probabilité? presque strement? en moyenne d’ordre 17

Exercice 11:
Déterminer sans calcul les limites suivantes :

1. liT f[o e J(Btetinydey dzx, pour f fonction continue sur [0, 1]
n—-+0oo ’

n—-+o0o

2. lim Y ,_, ( )pk(l — )" *f(k/n) f fonction continue sur [0, 1] et p dans [0, 1]
3. lim 3,72 Oe_“‘()‘" f(k/n) pour f fonction continue et bornée sur RT et A > 0

n—-+o0o

Exercice 12:
Soit (7},) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre 1.
On pose :
X, =min(Ty,...,X,) Y, =max(Ty,...,X,)
Montrer que (X,,) converge en probabilité vers 0.
La suite (X,,) converge t’elle presque sirement? Si oui, le montrer.

Montrer que I'événement “la suite (Y},) est bornée” est de probabilité nulle.

Calculer la fonction de répartition de Y,, — log(n).

A e

Montrer que la suite (Y,, — log(n)) converge en loi vers une variable dont on donnera la
fonction de répartition.

Exercice 13:

On considére une suite de variables aléatoires indépendantes X; de loi de Poisson de parametre
1.

1. Quelle est laloide S, =" | X;?

2. Soit, T}, = S"—\/_ﬁ" En utilisant le théoréme de la limite centrale et en considérant les
événements {7, < 0}, montrer que :

=t
dm e Gy =

Exercice 14:
Afin de tester les performances d’un systéme de communications numériques, il est usuel de
simuler le bon fonctionnement de ce systéme sur un ordinateur. Un des probléme consiste



alors a estimer la probabilité d’erreur p associée a ce systéme. On estime généralement cette
probabilité d’erreur par :

ou X; est la variable aléatoire définie par :

{Xi = 1siil y a une erreur sur le symbole numéro i

X; = 0 sinon

Déterminer I'espérance et la variance de py et sa loi limite. On cherche la valeur de N pour
que Py soit une approximation de p avec une erreur relative inférieure a 10%. On se fixe un
degré de confiance de 95%

Exercice 15:
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que X,, suit une loi
de Bernoulli de paramétre 1/n.

1. Montrer que (X,,) converge en loi vers une variable X que 'on déterminera.

2. Montrer que (X,,) converge dans L' vers une limite qui sera précisée.

3. La suite (X,,) converge t’elle presque stirement?



