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Tribus, mesures, appli
ations mesurables et intégration

Exer
i
e 1:

1. Déterminer les limites des suites (An)n≥1 et (A′
n)n≥1 de parties de R dé�nies par :

An =

[

−
1

n
, 1

]

et A′
n =

]

−
1

n
, 1

]

2. Donner un exemple de suite non 
onstante de parties de R dont la limite est ]0, 1].

3. Déterminer les limites supérieure et inférieure de la suite (Bn)n≥1 de parties de R dé�nie

par :

B2n−1 =

]

−2 −
1

n
, 1

]

et B2n =

[

−1, 2 +
1

n2

[

4. Existe-t-il une suite (Cn)n≥1 de parties de R telle que

limsup
n

Cn = [−1, 2] et liminf
n

Cn = [−2, 1]?

5. Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de réels qui 
onvergent respe
tivement vers -1 et 1.

(a) Trouer la 
ondition sur 
es deux suites pour que lim
n
[an, bn] = [−1, 1[.

(b) Est-il possible que limn[an, bn] n'existe pas?

Exer
i
e 2:

1. Quelle est la tribu engendrée par l'ensemble des singletons d'un ensemble E?

2. A supposer que le 
ardinal de E est supérieur à 2, quelle est la tribu engendrée par

l'ensemble des paires (
'est à dire des ensembles à 2 éléments) de E?

3. Une partie A de E étant �xée, quelle est la tribu engendrée par l'ensemble des parties de

E 
ontenant A?

4. Soient E et F deux tribus de E. Dé
rire simplement la tribu engendrée par E ∩ F , puis

la tribu engendrée par E ∪ F .

5. Quelle est la tribu de R engendrée par A = {[0, 2], [1, 3]}? Quel est son 
ardinal?

Exer
i
e 3:

1. Soit A une partie d'un ensemble E distin
te de l'ensemble vide et de E. Montrer que la

tribu engendrée par {A} est l'union de {∅, E} et d'une partition.
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2. Soit A = {A,B,C} une partition de E en trois sous-ensembles. Dé
rire la tribu engendrée

par A.

3. Plus généralement, dé
rire la tribu engendrée par une partition dénombrable de E.

4. Une tribu E dé�nit naturellement une partition AE de E, dont les éléments sont les parties

de la forme

x̄ = ∩
x∈A∈E

A, x ∈ E.

(a) Montrer que AE est une partition de E

(b) Montrer que si la tribu E est au plus dénombrable, la partition AE qui lui est asso
iée

engendre E .

(
) Montrer que si E est engendrée par une partition au plus dénombrable B, 
ette par-

tition est AE .

(d) Quelle partition engendre la tribu de R engendrée par le singleton {[0, 1]}? et par la

paire {[0, 1], [0, 2]}? Quel est la 
ardinal de 
es tribus?

(e) Montrer que la tribu P(R) n'est engendrée par au
une partition de R.

Exer
i
e 4:

Soit E un ensemble.

1. Soient E une tribu de E et A une partie de E. Montrer que la fon
tion indi
atri
e 1A est

mesurable par rapport à la tribu E si et seulement si A ∈ E .

2. Soient A une partition au plus dénombrable de E, E la tribu engendrée par A et f une

fon
tion réelle sur E. Montrer que f est mesurable par rapport à la tribu E si et seulement

si elle est 
onstante sur 
haque partie A ∈ A.

3. Soient E une tribu de E, (fn)n∈N une suite de fon
tions mesurables réelles sur E et A
l'ensemble des éléments x de E tels que la suite (fn(x))n∈N soit de Cau
hy. Montrer que

A ∈ E .

4. L'inverse d'une bije
tion mesurable est-elle toujours mesurable?

5. Montrer que la fon
tion f : R → R telle que f(x) = 1/x si x 6= 0 et f(0) = 0 est

borélienne.

Exer
i
e 5:

Soient E et F deux ensembles et f : E → F une appli
ation. Soit F0 une tribu de F .

L'image ré
iproque de la tribu F0 par f est la 
lasse de parties de E notée f−1(F0) et dé�nie
par f−1(F0) = {f−1(B), B ∈ F0}.

1. Véri�er que f : (E,P(E)) → (F,F0) est mesurable.

2. Véri�er que l'image ré
iproque de F0 par f est une tribu.

3. Montrer que si E est une tribu rendant f : (E, E) → (F,F0) mesurable, alors f−1(F0) ⊂ E .

4. Déterminer la tribu f−1(F0) dans le 
as où (F,F0) = (R,B(R)) et où f est étagée.

5. Déterminer une 
lasse de parties de E qui engendre f−1(F0) dans le 
as où E = F = R,

où f−1(F0) = B et où f est la fon
tion sinus.

Exer
i
e 6:

Soient E et F deux ensembles et f : E → F une appli
ation. Soit E0 une tribu de E.

L'image dire
te de E0 par f est la 
lasse des parties de F notée f(E0) dé�nie par f(E0) = {B ⊂
F, f−1(B) ∈ E0}.
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1. Montrer que f : (E, E0) → (F, {∅, F}) est mesurable.

2. Véri�er que l'image dire
te de E0 par f est une tribu et qu'en revan
he {f(A), A ∈ E0}
n'est pas une tribu en général.

3. Montrer que si F est une tribu rendant f : (E, E0) → (F,F) mesurable, alors F ⊂ f(E0).

4. Si f est une fon
tion 
onstante, déterminer la tribu f(E0).

5. Soient A ∈ E0 une partie de E et a et b deux éléments distin
ts de F . Déterminer f(E0)
dans la 
as où f est la fon
tion à deux valeurs dé�nie par f(x) = a si x ∈ A et f(x) = b
si x ∈ Ac

6. Faire de même en supposant maintenant que A n'est pas dans E0.

Exer
i
e 7:

Soient (E, E) un espa
e mesurable et (fn)n∈N une suite de fon
tions mesurables sur (E, E).

1. Si (An)n∈N est une partition dénombrable de E telle que An ∈ E pour tout n ∈ N, montrer

que la fon
tion f dé�nie sur E par :

f(x) = fn(x) si x ∈ An

est une fon
tion mesurable par rapport à E .

2. Si N est une appli
ation mesurable de (E, E) dans (N,P(N), montrer que g dé�nie sur E
par

g(x) = fN(x)(x)

est mesurable par rapport à E .

Exer
i
e 8:

Soit E un ensemble de 
ardinal �ni n ≥ 1, muni de la tribu dis
rète P(E) et de la mesure de

probabilité uniforme µ, 
'est à dire telle que pour tout x ∈ E, on ait µ({x}) = 1/n.
Soit A une partition de E. L'entropie de A est le réel positif

H(A) = −
∑

A∈A

µ(A)ln(µ(A)).

1. Quelle est l'unique partition d'entropie nulle?

2. Soit A une partie de E de 
ardinal k telle que 0 < k < n. Quelle est l'entropie de la

partition {A,Ac}, en fon
tion de n et de k?

3. Montrer que si la partition A possède une 
lasse A non réduite à un singleton , l'entropie

de A n'est pas maximale. En déduire la partition de E d'entropie maximale.

4. Supposons qu'une expérien
e de laboratoire permette de déterminer à quelle partie A ∈ A
une 
ertaine quantité physique x ∈ E appartient. Expliquer en une phrase pourquoi

l'entropie H(A) mesure la qualité du dispositif expérimental.

Exer
i
e 9:

K est l'ensemble des réels x appartenant à [0,1[ et dont l'é
riture en base 3 ne 
ontient pas le


hi�re 1. Ainsi si pour tout élément x de [0,1[, on note (xn)n≥1 une suite telle que

x =
∑

n≥1

xn

3n
, xn ∈ {0, 1, 2}

on a

K = {x ∈ [0, 1[, ∀n ≥ 1, xn 6= 1}.

Pour l ≥ 1, on note Al = {x ∈ [0, 1[, ∃k ∈ {1, . . . , l}xk = 1}.
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1. Rappeler pourquoi une partie dénombrable de R est borélienne et de mesure de Lebesgue

nulle.

2. Montrer que K n'est pas dénombrable. On pourra utiliser l'appli
ation de K dans [0,1[

qui à x asso
ie le réel

∑+∞

1 yk/2
k
où yk = xk/2 et remarquer qu'elle est surje
tive.

3. Véri�er que K = [0, 1[\(∪lAl) et en déduire que K est borélien.

4. Dessiner A1 et A2

5. En utilisant l'additivité de la mesure de Lebesgue λ, montrer que

λ(Al) = 1−

(

2

3

)l

6. En utilisant la σ−additivité de λ, en déduire que λ(K) = 0.

7. Montrer que la mesure de Lebesgue d'un ouvert non vide de R est stri
tement positive et

en déduire que K est d'intérieur vide.

Exer
i
e 10:

1. La somme de deux fon
tions intégrables est-elle intégrable?

2. Le 
arré d'une fon
tion intégrable est-il intégrable? Une fon
tion de 
arré intégrable est-

elle intégrable.

3. La 
omposée de deux fon
tions intégrables est-elle intégrable?

4. Soit µ une mesure sur un espa
e mesurable (E, E). Soit (fn)n∈N une suite de fon
tions

mesurables positives qui 
onvergent simplement vers f . On suppose qu'il existe une 
on-

stante K telle que

∫

fn.dµ ≤ K pour tout entier n. Montrer que

∫

f.dµ ≤ K

Exer
i
e 11:

Soit f : [0, 1] → R une fon
tion mesurable. Déterminer la limite de

∫ 1

0

dt
√

f(t)2 + 1/n

Exer
i
e 12:

Soient a et b deux réels tels que a < b et f :]a, b[→ R une fon
tion borélienne bornée intégrable

par rapport à la mesure de Lebesgue et telle que limx→a+f(x) = γ ∈ R.

Montrer que pour tout t ∈]a, b[, la fon
tion x → f(x)/
√

(x− a)(t− x) est intégrable sur ]a, t[
et 
al
uler

limt→a+

∫

]a,b[

f(x)
√

(x− a)(t− x)
dx

Exer
i
e 13:

Soient (X,A) un espa
e mesurable et ν un noyau sur (X,A), 
'est à dire une appli
ation

ν : X ×A → R
+, (x,A) → ν(x,A)

satisfaisant les deux propriétés suivantes :
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1. pour tout x ∈ X , l'appli
ation ν(x, .) : A ∈ A → ν(x,A) est une mesure

2. pour tout A ∈ A, la fon
tion ν(, A) : x ∈ X → ν(x,A) est mesurable par rapport à A.

1. Soit µ une mesure sur A. Montrer que l'appli
ation µν dé�nie par

µν : A → R
+, A →

∫

(dµ)ν(., A) =

∫

dµ(x)ν(x,A)

est une mesure

2. Soit f une fon
tion mesurable positive. Montrer que la fon
tion notée νf dé�nie par

νf : X → R
+, x →

∫

d(ν(x, .))f =

∫

ν(x, dy)f(y)

est une fon
tion positive mesurable par rapport à A

3. Ave
 les notations pré
édentes, montrer qu'on a la règle d'asso
iation suivante

∫

d(νµ)f =

∫

dµ(νf)

4. Montrer que si ω est un autre noyau, l'appli
ation

νω : X ×A → R
+, (x,A) →

∫

ν(x, dy)ω(y, A)

est un noyau

5. Montrer que si θ : X → X est une appli
ation mesurable, l'appli
ation

νθ : X ×A → R
+, (x,A) → 1A(θ(x))

dé�nit un noyau. Puis montrer que si n ≥ 1, on a (νθ)
n = νθn (la puissan
e du noyau est

prise au sens de la question pré
édente)

6. Cal
uler λνθ en fon
tion de la mesure image de λ par θ lorsque X = [0, 1], A sa tribu

borélienne et λ la mesure de Lebesgue sur [0,1℄.

7. Expli
iter 
ette mesure λνθ dans le 
as où θ(x) = 2x (mod 1)

Dans la suite, on suppose que X est un ensemble dénombrable muni de la tribu P(X).

Soient M : X2 → R
+
une appli
ation et νM l'appli
ation

νM : X × P(X) → R
+, (x,A) →

∑

y∈X

M(x, y)1A(y)

8. Montrer que νM et un noyau et 
ara
tériser en fon
tion de M les noyaux νM tels que pour

tout x ∈ X la mesure νM(x, .) soit une probabilité. Dans 
e 
as, νM prend le nom de

noyau de probabilité. On suppose dans la suite que tel est le 
as.

9. Montrer que si µ0 est une probabilité sur X , pour tout n ≥ 1, la formule

µn({x}) = µ0({x1})M(x1, x2) . . .M(xn−1, xn), x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn

dé�nit une probabilité sur (Xn,P(Xn)).

10. Montrer qu'il existe au plus une unique probabilité µ sur XZ
telle que pour tous n ∈ N,

p ∈ Z et x0
0, . . . , x

0
n ∈ X , on ait

µ({x ∈ XZ, xp = x0
0, . . . , xp+n = x0

n}) = µn(x
0
0, . . . , x

0
n).

Rq: En probabilités, M s'appelle une matri
e de transition, µ0 est une probabilité initiale

et les noyaux probabilistes servent à étudier les 
haînes de Markov.
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