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Feuille de travaux dirigés n°2
Tribus, mesures, applications mesurables et intégration

Exercice 1:

P(X <3) = P(X=-1)+P(X=0)
= 03

P(X>2) =P(X=4)+P(X=5)
=0.7

E[X] =—-1.P(X =—1)+0.P(X =0) +4.P(X = 4) + 5.P(X = 5)
=3

Exercice 4:

1. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes, X et Y sont indépendantes si et seulement
si

Vee X(Q), YyeY(Q), P(X=xz,Y=y)=P(X =x).PY =y)

2. X+Y ~B(n+n',p)
En effet :

(a) X = X;+...4+ X, avec X, des variables de Bernoulli de paramétre p indépendantes

(b) Y =Y, + ...+ Y, avec Y; des variables de Bernoulli de paramétre p indépendantes

Donc comme X et Y sont indépendantes, X +Y s’écrit comme la somme de n+n’ variables
de Bernoulli de paramétre p indépendantes

e X ~P()\) etY ~ P(u) indépendantes
Soit k € N*,

PX+Y=k) =0 ,PX=1LX+Y =k)

=SV P(X =LY =k-1)

:Zf:op( = )P(Y:k’—l)
:Zfoe_k?fe “(gk;;
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Donc X +Y ~ P(A+ p).

Exercice 5:
1. Une fonction de densité est une fonction positive et d’intégrale 1.

— Positivité : ok
— Calculons l'intégrale :

+o0
/ te tdt = [~te !>+ f0+°° e t.dt
0
= ey
=1
Donc il s’agit bien d’une fonction de densité.

2. Calcul des probabilités :

P(T > 2) = [ tetdt
= [—te 3+ [ e tdt
— —¢]Fo0
=2.e 2+ -,
=2e?+e?
P(1<T<3) = [Ctetdt

= [~te i+ [P et
—e ! =33 4[]

—e 1l —3e3 el —¢e3

3. Calcul de I’espérance :

E[X] = [ tetdt

Intégration par parties pour effectuer le calcul.

Exercice 6:

1. Calcul de I’espérance et de la variance :

EM] =E[X(Xi+...+X,)
= L(E[Xy] +... +E[X,)])
=s(u+...+p)
= p



V[M)] =V (X1 +...+X,)
= L(V[Xi]+ ...+ E[X,]) car indépendance
= #(02—1—...—1—02)

319

2. Loi de M : M ~ N(u, %)
3. valeur de n?
Pu—-1<M<pu+1)=P(-1<M-p<1l)
Or d’apres 'inégalité de Markov, on sait que :
VX]
22

P(IX —E[X]|>¢) <

Donc il suffit de prendre :

VIX]

avec € = 1.
On trouve n > 625. Donc 625 parcelles sont nécessaires.

Exercice 7:

Soit A; I’événement : on tire une boule noire dans U; et une boule noire dans U,

Soit. Ay I’événement : on tire une boule noire dans U; et une boule rouge dans Us
Soit A3 I’événement : on tire une boule rouge dans U; et une boule noire dans U,
Soit. A4 I’événement : on tire une boule rouge dans U; et une boule rouge dans U,
Soit A I’événement on tire une boule noire dans Us.

D’aprés I’énoncé, on en déduit que :
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On veut calculer P(As|A) +

P(A4]A).
Or P(A;3|A) = ZALLEUS)  pyg
)

JJA) = % et P(A) =31 P(A|A;).P(A).
2
5

, P
D’ou P(A3|A) et P(A4|
Donc P(U; rouge sachant A)

c_n|O° I

Exercice 10:



1. Convergence en proba :
Soit € > 0,

0 Si€2n
P(|Y,| >¢) = {P(XE 0,1/n])=1/n sie<n

Donc P(|Y,] >¢) — 0.
Donc il y a convergence en probabilité vers 0.

2. Convergence L!
On a E[Y,] = n.P(Y,, = n) = 1. Donc il n’y a pas convergence dans L.

3. Convergence presque siire
Si Y, converge presque siirement, cela serait vers 0 car la convergence presque stire implique
la convergence en probabilité et on a vu la convergence en probabilité vers 0.
Supposons donc la convergence presque stire vers 0 de Y,,.
Soit w € € tel que X (w) # 0, alors Y,,(w) — 0.
Or P(X #0) = 1.
Donc on a bien la convergence presque stire vers 0, puisque limY, = 0 sur ’espace de
probabilité 1 qu’est {w € Q| X (w) # 0}.

Exercice 11:
Calcul des différentes limites :

1. I, = f[o;l}n J(Btetinydey dz,,
I, = B[f (8F=tn)] avec Uy, . .., U, des variables idd de loi ¢([0;1]).
Or d’aprés la loi des grands nombres, on sait que w — 1/2 avec une convergence
presque siire et donc en loi.
Or une des caractérisations de la convergence en loi permet de dire que

limlI, = f(1/2)

A S P

Jn = B[f(BE=£E2)] avec By, ..., B, des variables idd de loi de Bernoulli de paramétre p.
Or d’apreés la loi des grands nombres, on sait que w — p avec une convergence
presque siire et donc en loi.

Or une des caractérisations de la convergence en loi permet de dire que

limJ, = f(p)

3 Ju = Sopg e MG f (ke /n)
K, = E[f(Bt=E)] avec Py,..., P, des variables idd de loi de Poisson de paramétre \.
Or d’aprés la loi des grands nombres, on sait que w — A avec une convergence
presque stire et donc en loi, puisqu’une somme de variables aléatoires de Poisson indépen-
dantes est encore une loi de Poisson de paramétre la somme des paramétres.
Or une des caractérisations de la convergence en loi permet de dire que

limK, = f(\)



