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Tribus, mesures, appliations mesurables et intégration

Exerie 1:

P (X < 3) = P (X = −1) + P (X = 0)

= 0.3

P (X > 2) = P (X = 4) + P (X = 5)

= 0.7

E[X ] = −1.P (X = −1) + 0.P (X = 0) + 4.P (X = 4) + 5.P (X = 5)

= 3

Exerie 4:

1. Soit X et Y deux variables aléatoires disrètes, X et Y sont indépendantes si et seulement

si

∀x ∈ X(Ω), ∀y ∈ Y (Ω), P (X = x, Y = y) = P (X = x).P (Y = y)

2. X + Y ∼ B(n + n′, p)
En e�et :

(a) X = X1 + . . .+Xn ave Xi des variables de Bernoulli de paramètre p indépendantes

(b) Y = Y1 + . . .+ Yn′
ave Yi des variables de Bernoulli de paramètre p indépendantes

Don ommeX et Y sont indépendantes, X+Y s'érit omme la somme de n+n′
variables

de Bernoulli de paramètre p indépendantes

• X ∼ P(λ) et Y ∼ P(µ) indépendantes
Soit k ∈ N

∗
,

P (X + Y = k) =
∑k

l=0 P (X = l, X + Y = k)

=
∑k

l=0 P (X = l, Y = k − l)

=
∑k

l=0 P (X = l).P (Y = k − l)

=
∑k

l=0 e
−λ λl

l!
e−µ µk−l

(k−l)!

= e−(λ+µ)

k!

∑k

l=0
k!

l!.(k−l)!
λkµk−l

= e−(λ+µ)

k!
(λ+ µ)k
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Don X + Y ∼ P(λ+ µ).

Exerie 5:

1. Une fontion de densité est une fontion positive et d'intégrale 1.

� Positivité : ok

� Calulons l'intégrale :

∫ +∞

0

t.e−tdt = [−te−t]
+∞
0 +

∫ +∞

0
e−t.dt

= [−e−t]
+∞
0

= 1

Don il s'agit bien d'une fontion de densité.

2. Calul des probabilités :

P (T > 2) =
∫ +∞

2
t.e−tdt

= [−te−t]
+∞
2 +

∫ +∞

2
e−t.dt

= 2.e−2 + [−e−t]
+∞
2

= 2.e−2 + e−2

P (1 < T < 3) =
∫ 3

1
t.e−tdt

= [−te−t]
3
1 +

∫ 3

1
e−t.dt

= e−1 − 3.e−3 + [−e−t]
3
1

= e−1 − 3.e−3 + e−1 − e−3

3. Calul de l'espérane :

E[X ] =
∫ +∞

0
t2.e−tdt

Intégration par parties pour e�etuer le alul.

Exerie 6:

1. Calul de l'espérane et de la variane :

E[M ] = E[ 1
n
(X1 + . . .+Xn)

= 1
n
(E[X1] + . . .+ E[Xn])

= 1
n
(µ+ . . .+ µ)

= µ
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V[M ] = V[ 1
n
(X1 + . . .+Xn)

= 1
n2 (V[X1] + . . .+ E[Xn]) ar indépendane

= 1
n2 (σ

2 + . . .+ σ2)

= σ
n

2. Loi de M : M ∼ N (µ, σ
2

n
)

3. valeur de n?
P (µ− 1 ≤ M ≤ µ+ 1) = P (−1 ≤ M − µ ≤ 1)

Or d'après l'inégalité de Markov, on sait que :

P (|X − E[X ]| > ε) ≤
V[X ]

ε2

Don il su�t de prendre :

V[X ]

ε2
< 0.01

ave ε = 1.
On trouve n ≥ 625. Don 625 parelles sont néessaires.

Exerie 7:

Soit A1 l'événement : on tire une boule noire dans U1 et une boule noire dans U2

Soit A2 l'événement : on tire une boule noire dans U1 et une boule rouge dans U2

Soit A3 l'événement : on tire une boule rouge dans U1 et une boule noire dans U2

Soit A4 l'événement : on tire une boule rouge dans U1 et une boule rouge dans U2

Soit A l'événement on tire une boule noire dans U3.

D'après l'énoné, on en déduit que :

� P (A1) =
2
5
.1
5
= 2

25

� P (A2) =
2
5
.4
5
= 8

25

� P (A3) =
3
5
.1
5
= 3

25

� P (A4) =
3
5
.4
5
= 12

25

� P (A|A1) =
5
9

� P (A|A2) =
4
9

� P (A|A3) =
4
9

� P (A|A4) =
3
9

On veut aluler P (A3|A) + P (A4|A).

Or P (A3|A) =
P (A|A3).P (A3)

P (A)
, P (A4|A) =

P (A|A4).P (A4)
P (A)

et P (A) =
∑4

i=1 P (A|Ai).P (Ai).

D'où P (A3|A) =
2
15

et P (A4|A) =
2
5
.

Don P (U1 rouge sahant A) = 8
15
.

Exerie 10:
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1. Convergene en proba :

Soit ε > 0,

P (|Yn| > ε) =

{

0 si ε ≥ n

P (X ∈ [0, 1/n]) = 1/n si ε < n

Don P (|Yn| > ε) → 0.
Don il y a onvergene en probabilité vers 0.

2. Convergene L1

On a E[Yn] = n.P (Yn = n) = 1. Don il n'y a pas onvergene dans L1
.

3. Convergene presque sûre

Si Yn onverge presque sûrement, ela serait vers 0 ar la onvergene presque sûre implique

la onvergene en probabilité et on a vu la onvergene en probabilité vers 0.

Supposons don la onvergene presque sûre vers 0 de Yn.

Soit ω ∈ Ω tel que X(ω) 6= 0, alors Yn(ω) → 0.
Or P (X 6= 0) = 1.
Don on a bien la onvergene presque sûre vers 0, puisque limYn = 0 sur l'espae de

probabilité 1 qu'est {ω ∈ Ω|X(ω) 6= 0}.

Exerie 11:

Calul des di�érentes limites :

1. In =
∫

[0;1]n
f(x1+...+xn

n
)dx1. . . . .dxn

In = E[f(U1+...+Un

n
)] ave U1, . . . , Un des variables idd de loi U([0; 1]).

Or d'après la loi des grands nombres, on sait que

U1+...+Un

n
→ 1/2 ave une onvergene

presque sûre et don en loi.

Or une des aratérisations de la onvergene en loi permet de dire que

limIn = f(1/2)

2. Jn =
∑n

k=0

(

n

k

)

pk(1− p)n−kf(k/n)

Jn = E[f(B1+...+Bn

n
)] ave B1, . . . , Bn des variables idd de loi de Bernoulli de paramètre p.

Or d'après la loi des grands nombres, on sait que

B1+...+Bn

n
→ p ave une onvergene

presque sûre et don en loi.

Or une des aratérisations de la onvergene en loi permet de dire que

limJn = f(p)

3. Jn =
∑+∞

k=0 e
−λ.n (λ.n)k

k!
f(k/n)

Kn = E[f(P1+...+Pn

n
)] ave P1, . . . , Pn des variables idd de loi de Poisson de paramètre λ.

Or d'après la loi des grands nombres, on sait que

P1+...+Pn

n
→ λ ave une onvergene

presque sûre et don en loi, puisqu'une somme de variables aléatoires de Poisson indépen-

dantes est enore une loi de Poisson de paramètre la somme des paramètres.

Or une des aratérisations de la onvergene en loi permet de dire que

limKn = f(λ)
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