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Feuille 2
Systemes linéaires

« Exercice 1 - Déterminer les éléments de R? :
1
a) 2(-1,4) +5(2,-2) ; b)2(-1,-2)+2(2,7) - (2,3) ; ¢ 3(4,0) - 2(0, §)

Exercice 2 - Déterminer les éléments de R? :

N
21 1
a) 3(1, -1, 3 §) —2(3, -4, 1 5) ; b)7(2,0,-2,1)—(14,1,-14,2) + (1,0, ~1,0)
N Exercice 3 - Pour z;,z5 € R, préciser & ’aide de z;, 25 les éléments de R3 :
1
a) (-1,2,-3) 4+ z1(3,0,1) + 22(0, 1, 2) : b) x1(1,§,3)+x2(—1,1,1)
11
c) (—7,0,4) + z,(1,-1,0) — x2(§, 7 2) ; d) 5((z1, -2, 3) — (1, zq,4))
e) 2(3(—4,1,z;)) ; f) 92(-17, 5z,,607) + 8(—17, 5z,, 607)

< Exercice 4 - Soit x € R, décomposer sous forme d’une combinaison linéaire d’éléments de
R? indépendants de z :

1 1 4
a) (24 3z, -1+ 5% 17) 5 b) (7 — 4z, 3 + g:v,2:1:) + (3 + 4z, 4, —21)

Exercice 5 - Soit z1, x5 € R, décomposer sous forme d'une combinaison linéaire d’éléments

N\ de RS indépendants de z,,z, :
1 1 1 1
a) (2~§x1+§x2,5+3:1:1 —7:1:2,5331) ; b) (—4-r2,1+§x2+$1,2— 1721 + x2)
c) (2zq,x1 + x9, — 1) : d) (1 — 2z + 1,21, Z2)

\ Exercice 6 - Soit z1, 79,23 € R, décomposer sous forme d’une combinaison linéaire d’éléments
de R? indépendants de z, 25, 23 :
1, 42,43

a) (-—1+.’L‘1+2.’L'2—£E3,17+2!E1-'£L'2+£L‘3,—1—$1+$2-—£L‘3)

1 1 1
b) (—1+:1:2+2:r1-:cg,~511,174—23:3~x2+x1+§$3,—-1—x2+x3—x1—-§x2)

1
C) (Ig, I3, 7— 5.’131 + Z);.’L'Q - 1133) -+ (O, 4.’L‘2 - ]., 2.’133)
d) (o + 2z — 23,17 + 223 — Tp + 1, —To + T3 — T1) + (T3, —T1, TT2)



é, Exercice 7 - Expliciter dans R3 les solutions des systemes :

3

(8) : {x1—2x2+$3 = 0

90y — 8z, = 0 o (52): { ~4z)+52,+ 925 = -9

Interpréter géométriquement les solutions de ces deux systemes.

Expliciter dans R? les solutions du systéme :

xry — 2:112 +x3 = 0
(S) : 2.’1?2 - 8(133 = 0
"41‘1 + 5.’172 + 9:1)3 = -9

Que représente géométriquement cet ensemble de solutions ?

Exercice 8 - K = R. On considére les variables z, T3, 3 ordonnées naturellement. Appli-

quer l'algorithme de Gauss pour trianguler les deux systémes :

To — 411?3 = 3 To — 411)3 = 17, 17
(S1) : { 2z1—322+223 = 1 et (S2) @ 2z —3z2+225 = 1
51 —8xy+ 723 = 1 521 — 8x9 +Txz = 1

En déduire les solutions de ces systemes.
Méme question avec K = Q, K = C.

Exercice 9 - K = Q. On considere le systéme d’équations linéaires :

2:[:1 - Ty = 0

) 31 ~x24 = 0

(S) ' 2Z2 - 3.’1?3 - 2.’1)4 = 0
Ty — 3.’133 = 0

On considére les variables 71, T2, T3, T4 ordonnées naturellement. Appliquer avec soin l'algorithme

de Gauss pour trianguler ce systeme.
Expliciter les solutions du systéme (S).
Quelles sont les solutions de (S) formées de quadruplets d’entiers 7

Exercice 10 - Equilibrer I’équation chimique :

BQ 53 -+ HZO — H3BO3 + HzS
Introduire de méme un systéme linéaire pour équilibrer 'équation chimique :

PbNG -+ CTMT?.QOg — Pb304 -+ 01"203 + MnOg -+ NO

Expliciter les solutions de ce systéme linéaire.Puis, en déduire I’équation équilibrée.



f Exercice 11 - K = Q. On considére le systeme d’équations linéaires :

(S) : 1+ 200+ 33+ 24 —25 = 1
’ 3$1—$2+CIJ3+$4+.’1§5 = 3

On considere les variables z1, T2, T3, T4, Ts ordonnées naturellement. Trianguler le systéme &
laide de I'algorithme de Gauss.

Expliciter les solutions du systéme (E) a 'aide des variables libres.

Mémes questions en considérant comme ordre des variables : z5 d’ordre 1, x4 d’ordre 2, 3
d’ordre 3, o d’ordre 4, z; d’ordre 5.

‘(3 Exercice 12 - K = R. On considére les variables z;, z3, 3 ordonnées naturellement. A 'aide
de l'algorithme de Gauss, trianguler le systéme suivant, puis expliciter ses solutions :

I —0,41'2 -—O, 6:133 = 0
(S) : —0,61E1 +0,9$2 —0, 2(1?3 = 0
—0, 4.’1)1 — 0,51?2 +O,8IB3 =0

Une économie simplifiée comporte trois produits : charbon. acier, électricité. Sur I'année 2007 :
40/100 des "sorties” d’électricité 2007 sont achetées par le secteur charbon .
10/100 des "sorties” d’électricité 2007 sont achetées par le secteur €lectricité, ¢
50/100 des "sorties” d’électricité 2007 sont achetées par le secteur acier; €, 3
60/100 des ”sorties” du charbon 2007 sont achetées par le secteur électricité,
40/100 des "sorties” du charbon 2007 sont achetées par le secteur acier; 7
60/100 des "sorties” de I'acier 2007 sont achetées par le secteur charbon,
20/100 des "sorties” de I'acier 2007 sont achetées par le secteur électricité, (éfvwheq ped)
20/100 des "sorties” de 'acier 2007 sont achetées par le secteur acier.

Désignons par pg le prix des sorties d’électricité, pc de charbon, pa d’acier. Quelles sont les
valeurs de pg , pc , pa qui font que les prix de sorties équilibrent les prix de dépenses des trois
secteurs charbon. acier. électricité 7

Q’ Exercice 13 - On considére I’équation linéaire : (E) : 2z + 3z, = 7. Expliciter les solutions
de cette équation lorsque le corps K est respectivement : Q, R,C.

Déterminer les couples d’entiers relatifs (z;, ) solutions de ’équation (E). -)/>€’ 3 3x - -5
e, 3 3%, = =

Méme exercice avec 'équation : 2z1 + 3z2 + Sz3 = 17.
/: Exercice 14 - On considére I'équation linéaire & coefficients complexes :
(E) . (]. -+ Z)LL‘l — iﬂfg =3

Expliciter les solutions complexes de ce systeéme.
Déterminer les couples de réels (z;, T) solutions de ’équation (E).

Exercice 15 - K = R. On considére les variables z;, zq, 3, z4 ordonnées naturellement.
Y Appliquer avec soin 'algorithme de Gauss pour trianguler le systeme.

ozt try = 1
(El) ’ { .’E]+2:133—.’L'4 =

3



Quelles sont les variables libres ? Expliciter les solutions de ce systéme.
Méme question avec le systeme :

X T —2T3+ Ty = 2
(Eg) ' {$1+.’132+2£L‘4 = 3

Expliciter les solutions du systéme :

Ty +To+ T3+ 14 = 1
. Ty + 2173 — Ty = 2
(E) ' Ty — Tz + 2y = 2
1+ To+2x4 = 3
Exercice 16 -~ K = R. Soit a,b € R, on considére le systéme d’équations linéaires de

variables z,y, 2 :

z+ay+z = 3
E(a,b) T+2ay+2 = 4
z4+y+bz = 3

La premiere variable étant z, la deuxiéme y et la troisieme z, expliciter avec précision suivant les
valeurs du couple (a, b) I'algorithme de Gauss de triangulation donné dans le cours du systeme
E(a,b).

En déduire en fonction des valeurs du couple (a, b) les solutions de ce systéme.

Exercice 17 - K = C. Soit A € C, on considére le systéme d’équations linéaires de variables
T,Y,2

(1-XNz+2y—2z = 0
E(\) —z+3-XNy = 0
20+(1-XNz = 0

Montrer que si (3 — A)(A? — 2X + 3) # 0 le systéme admet (0,0, 0) comme unique solution.

Déterminer les nombres complexes A tels que (3 — A)(A\2 — 2\ +3) = 0.
Montrer que (z,y, z) € C® est une solution de E()) si et seulement si (T,7, ) est une solution

de E(A). En déduire une bijection des solutions de E()) vers les solutions de E(}).

Expliciter pour chacune des valeurs de A vérifiant (3 — A)(A? — 2\ + 3) = 0 les solutions de
E(\).



