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Feuille 3
Calcul Matriciel
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{ Exercice 1 - Soit A = i 0 )E M,3(Q) et B‘—‘( 9 0 -3 ) € My3(Q).

1) Calculer A+ 2B, 3A-B.
2) Trouver X € M33(Q) tel que 3X + A = B.
3) Trouver X,Y € M, 3(Q) tels que :

X+2Y=A
2X+Y =B~

4) Ecrire A et B comme combinaison linéaire des six matrices :

100 000 01 0
El,l:(ooo) ’ E2'1=(1 oo) ’ E“:(ooo)

000 0 01 000
E2’22(01o> ’ E1,3~(000) ’ E2’3=(001>
Montrer qu’une telle décomposition de A (resp. B) est unique.

2( Exercice 2 - Soit :

1 0 -2 1 -1 21
A=(4 1 0 )EMz,a(Q) : B=( 1 1 )EMz(Q) et C=1|1 =2 |€Mp(Q).
h 1 1
1) Calculer BA, CB, AC, CA, B2. _fPeg 23
2) D’autres produits de deux matrices parmi {4, B, C'} sont-ils définis ? G“ MPse Zx L
3) Calculer (3B)A et B(2A). 2 Bx 2
1
Exercice 3 - Soit C€ | 2 | €Msi(Q) et L=(1 2 3)€MyQ).
-2

1) Calculer les produits LC et CL.

2) Déterminer les matrices X € M 3(Q) tel que XC = I,.

3) Existe-t-il Y € M3,(Q) tel que YL = I3 ?

4) Soit A € M3;(Q) et B € M13(Q), que dire des lignes et des colonnes de AB ?

Exercice 4 - Soit A € (i ; ) € Mx(Q) et B= ( __12 _12 ) € Mx(Q) .
1) Calculer les produits AB, BA et (A + B)2.

2) Déduire du calcul de AB que A et B ne sont pas inversibles.

3) Expliciter les matrices Z € M,(Q) tels que AZ = 0.

4) Expliciter les matrices X ,Y € My(Q) tels que AX = AY.



Exercice 5 - Soit A, B € M,,(K) des matrices carrées qui commutent, c’est & dire telles
que AB = BA. )
1) Montrer (A + B)? = A2+ 2AB + B? et (A + B)® = A% + 3A’B + 3AB? + B3.
2) Montrer par récurrence :

(A+Br=%" (Z) APk Bk

k=0

Soit A € M,,(K) une matrice carrée.
3) Montrer que A% — I, = (A= I,)(A+ 1) et A — I, = (A— L) (A2 + A+ 1,).

4) Montrer par récurrence :
A-L)O_AY= A" -1, .
i=1

5) En déduire que si A"™*! = 0, la matrice I,,, — A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 6 ~ Soit J = (8 (1)) € My(K) et A= (é X ) € My(K) ott K = Q,R ou C.
1) Calculer J? et J™ pour tout entier n supérieur & 2.

2) Déterminer A™ pour tout entier n.

3) Montrer que A est inversible et déterminer A1

4) Soit u,,, v, deux suites d’éléments de K définies par ug = 1, vy = 0 et la relation :

(u")=A<u""l> pour n>1.
Un Un—-1

Déterminer pour tout entier n, u, et v, en fonction de n.
010 210

Exercice 7 - Soit J=| 0 0 1 | eM;(K),A=]0 2 1 | € My(K)ou K =Q,R ou
0 00 00 2

1) Calculer J2, J3 et J™ pour tout entier n supérieur a 3.
2) Déterminer A™ pour tout entier n (on pourra remarquer que A = 2[5 + J).
3) Montrer que A est inversible et déterminer A™!.

Exercice 8 -~ K = Q,R ou C. Soit A € M,(K) et deux éléments A;, \s € K distincts.
On suppose dans cet exercice que la matrice A vérifie : (A — A\ 1,)(A — Xo1,) = 0.
1) Montrer que (A — Ao 1,)(A — A 1) = 0.
2) Vérifier I'égalité :
1 1

(A= MI) + ———(A - \1,)

I, =
)\2—/\1 /\1")\2

3) Montrer que pour tout entier k :

ARMA = ML) = MA - ML) et AF(A = Aod,) = MM (A= Aody) .
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4) En déduire pour tout entier k :

XN A

Ak - lA IIn .
SV Ve VS
. 11
Soit B = ( 1 0) € M>(R).
1 1-
5) Vérifier que (B — +2\/512)(B - 2\/5-’2) = 0.

6) En déduire I'expression de B* pour k € N.
7) On considére la suite de réels définie par récurrence par un = Up_1 + Un_g pour n > 2 et
u; = 1, up = 0. On pose alors pour n > 1, v, = u,,_;. Montrer que pour tout entier n > 1 :

()=2(i)
Un Vn-1
8) En déduire I'expression de u,,.

9) Probleme de dynamique de population (Fibonacci) : Enfermez un couple de lapins dans
un enclos. Le premier mois de leur vie, il n'ont pas d’enfants. Tous les mois suivants, ils
enfantent un couple de lapins. Chaque couple né agit alors de la méme facon : le mois suivant
sa naissance, il ne donne pas d’enfants, mais chaque mois, ensuite, il enfante un couple. Et
ainsi de suite. Quel est le nombre de couples de lapins le n-iéme mois ?

a1 ... Qpa
Exercice 9 ~ Soit A = : : € M, (K). On appelle trace de A la somme des

Qim .. Oon
éléments de la diagonale de A :

tr(A) =a11+ a2+ -+ ann -

1) Vérifier que pour tout A, B € M,(K) : tr (AB) = tr (BA).
2) En déduire que pour tout M € Gl,(K) et A € M,(K) : tr (P71AP) = tr (A).

Exercice 10 - Soit Diag,(K') 'ensemble des matrices diagonales de M, (K).
ay ... 0
Soit D = : : € Diag,(K).
0 ... aupn
1) Montrer que D est inversible si et seulement si pour tout 1 <i <n: a;; # 0. Déterminer
alors D71,
2) Montrer que le produit de deux matrices diagonales est diagonale.
0 vee Q1p
Soit D' = : : € M,(K). Notons Diag,'(K) I'ensemble des matrices de cette

Ap1 .- 0

forme.
1) Montrer que D’ est inversible si et seulement si pour tout 1 < ¢ < n : @i n—; # 0. Déterminer
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alors D',

2) Que dire du produit de deux matrices de Diag,'(K) ?

3) Montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure.
4) Montrer qu’une matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si tous ses
éléments diagonaux sont non nuls. Montrer alors que 'inverse d’une telle matrice est triangu-

laire supérieure.

20 O
Exercice 11 - Soit A=| 0 1 -1 | € M3(Q).
10 2

1) Préciser les matrices élémentaires de Gl3(Q) :

1

1
2) , T3a(-1) D3(§) , Taa(=1).

Dy(

. 2) Déterminer les produits :

1
2

Di(3)E, Toa(=1Di(3) , Ds(5)Tsa(~1)Ds(3) , Tos(~1)Ds(5)Tsa(~1)Dy(

2 )

3) Déterminer les produits :
1 1 1 1 1 1
Dl('Q‘)A ; T3,1(—1)D1(§)A : D3(§)T3,1(“1)D1(§)A , Tz,s(—l)Da(i)T3,1(—1)D1(§)A -

En déduire A7L.

4) Détailler ensuite 'algorithme du cours qui permet de déterminer A~!. Constater que vous
avez fait deux fois la méme chose.

5) Ecrire A sous forme de produits de matrices élémentaires que 1'on précisera.

Exercice 12 - 1) Montrer qu’il existe une unique matrice S; 3 tel que pour tout p > 1 et
M € M;,(K), la matrice produit S;23 M a pour premieére ligne la deuxiéme ligne de M, a
pour deuxieéme ligne la troisieéme ligne de M et a pour troisieme ligne la premiére ligne de M.
2) Déterminer (S;23)? et (Si23)®. Quel est Veffet de la multiplication & gauche par (S;23)?
sur M € M;,(K) 7

3) Ecrire S123M comme produit de matrices élémentaires.

Exercice 13 - 1) En appliquant avec soin l'algorithme du cours, montrer que les matrices
suivantes sont inversibles et calculer leurs inverses :

1 3 1 2 -1
M=(2 4>€M2(Q) et M= 01 2 €M3(Q)
01 3

2) Ecrire ces matrices comme produits de matrices élémentaires.



Exercice 14 - Appliquer I'algorithme pour décider si une matrice M est inversible et pour
calculer dans ce cas son inverse.

1 -1 1 1 0 1
1) M=|2 -2 2 |eMQ) e¢ M=|2 -1 1 |eM(Q).
3 1 1 1 1 1
i =1 2 8’ '22 g i
2) M=| 2 0 2 |eMC) et M= 1 -2 -3 —o € My(Q) .
-1ood 001 2 1
2—1 1 1
I M= ¢ 1 144 | € M3(C).
3—1 1 2
Exercice 15 - On considére une poutre homogene fixée & ses extrémités. On exerce des

forces verticales fy, f2, fs, f4 en 4 points A;, Ay, A3, A4 de cette poutre. Le point A; (resp. Aj)
est symétrique de A4 (resp. As) par rapport au milieu de la poutre. Ces points se déplacent
verticalement respectivement de yy, y2, y3,vs. On peut déduire de la loi de Hooke ”ut tensio sic
vis” qu'il existe une matrice D € My(R) tel que

" f
Y2 fa
=D
Y3 f3
Yy fa

Pour cette poutre, la matrice D suivante convient :

D

4
1
i’ € My(R) .

~ 1000

W U WL
Lo U W
> e

0,5

ol les coefficients de la matrice sont en centimétres par newton.

1) Que représentent physiquement les colonnes de cette matrice ? En déduire que cette matrice
ne dépend que de la poutre. Elle est appelée matrice de flexibilité de la poutre. Expliquer
physiquement pourquoi et comment ses deux derniéres lignes se déduisent des deux premiéres.
2) Constater que D est symétrique, c’est & dire égale & sa transposée : D = tD.

3) Calculer I'inverse de D appelée matrice de raideur. Déduire de la question 2 que cette matrice
est symétrique.

4) Quel est en fonction de y;, yo, ¥s, Y4 le travail des forces extérieures du systeme 7

5) Quels doivent étre les forces (f1, fa, f3, f1) pour que les déplacements soient respectivement

(y17y2ay37y4) = (1y07070) 3 (y17y27?/3»3/4) = (1,0,0, 1) .



Solution :

D1 = 1000

13

167
240

_i
240




