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Toutes vos réponses doivent étre justifices

Exercice 1
On désigne par FE un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (ey, e2, e3).

T1 —xT3 = 0

. . . —2 3= 0

On note F'la partie de E caractérisée dans cette base par le systéme linéaire S = e +§2 +§3 0
2 —I3=

2x17 4+x9 —3x3= 0

1.1) Dans ce contexte, que désignent les variables x1, xo, x37

1.2) Sans calculs, que peut-on dire & propos du sous-ensemble Sof(S) de R? formé des solutions de S
et que peut-on en déduire pour F'7

1.3) Par transformations de Gauss successives, déterminer un systéme échelonné équivalent a .S,
préciser les variables de téte et les variables libres de ce systéme échelonné, et en déduire le rang de S.
1.4) Sans calcul supplémentaire que pouvez vous dire de la nature géométrique de Sol(S) 7

1.5) Résoudre le systéme échelonné obtenu et en déduire la nature géométrique précise de F' par la
donnée d’une de ses bases. (Attention : les vecteurs de F ne sont pas dans R ).

Exercice 2

Pour chaque réel o, on considére le systéme linéaire homogeéne T, de matrice A, =

o~ O QR
O = = O
O N O D
W= O =

et on désigne par F, ’ensemble des solutions de Ty,.

2.1) Calculer, selon les valeurs du paramétre «, le rang du systéme T, .
2.2) Pourquoi F,, est-il un sous-espace vectoriel de R*? Préciser sa dimension selon la valeur de o.
2.3) Pour chaque valeur de « telle que dim(F,) # 0, donner une base de F,.

Exercice 3

On considére un R-espace vectoriel E de dimension 4 muni d’une base Bg = (e, €2, €3, €4),
et F la famille des vecteurs vy, v9, v3, U4, V5 suivants :

V1 = €1 — €3z, 1)2:61—|-€4, V3 = €2 — €3, 7)4:62—263—64, V5 = €1 — €9.

T
Pour tout vecteur v de E, on note X, = iz sa colonne de coordonnées dans Bg.
3
Tq
Soit F le s.e.v de E engendré par F, 11 -1 1
1 2 -1 3
et G celui caractérisé dans la base Bg, par le systéme linéaire homogéne S de matrice M = | =1 0 1 1
0 1 0 2
2 0 -2 1

3.1) Donner une base Br de F et une base Bg de G et montrer que F' et G sont supplémentaires dans F.
3.2) On note prg la projection vectorielle sur F' dans la direction G.

Rappeler, pour un vecteur quelconque v de E, la définition de prg(v), puis calculer explicitement
1
0

-1
1

le vecteur w = pr%(u) pour le vecteur u de F défini par la donnée X, =



Exercice 4 : E et F désignent deux R-espaces vectoriels.

4.1) Parmi les applications de F dans F' suivantes, préciser celles qui sont linéaires et donner, si possible,
pour chacune d’elles, une base de son noyau, une base de son image, et préciser si elle est injective, surjective,
bijective.

411) E=R3 | F=R'et ¢y = ((z,y,2) = (x — 2,2 —yz,0,y + 22) )

412) E=M(2,R) , F=R® et ¢ = ( M+ (z = Trace(M)sin(z?)) )

F (0) P (1)
4.1.3) E = X F= 2 t 3= P - -
3) Ro [X] M(2,R) et 93 ( < P(0) Pr(1)
ol P désigne la fonction polynomiale réelle associée au polynome P.

4.2) Parmi celles qui sont linéaires, lesquelles peut-on représenter a 1’aide d’une matrice ?
Le faire en précisant vos choix de bases (si possible canoniques).

Exercice 5 : Soit E = R|[X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels.

5.1) Montrer que I'application ¢ = (P + P o X3) est un endomorphisme de E.
5.2) Déterminer le noyau de v et en déduire s’il injectif ?

5.3) Est-il un automorphisme de E 7



