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1. Le rang d’une matrice est la dimension de son image.

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
rg(Ay=rg| 3 -1 -1 | =rg| 0 —4 2 =rg| 0 —4 2 =3
3 =3 1 0 -6 4 0 0 1
-1 1 -1 -1 1 -1
rg(A—2)=rg| 3 -3 -1 |=rg| 3 -3 -1 |=2
3 -3 -1 0O 0 O
3 1 -1
2. Ker(A+23)=Ker [ 3 1 —1 | = Vect((0,1,1))
3 -3 3
0 1 -1
Ker(A—1I3) =Ker | 3 —2 —1 | = Vect((1,1,1)).
3 =3 0
3. Comme rg(A — 2I3) = 2 < 3, 2 est une valeur propre de A. Le sous-espace propre de A
-1 1 -1
associé & 2 est By = Ker(A—2l3) =Ker | 3 -3 —1 | = Vect((1,1,0)).
3 -3 -1

Comme dim Ker(A + 2/3) = 1 # 0, —2 est une valeur propre de A. Le sous-espace propre
de A associé a —2 est E_5 = Ker(A + 213) = Vect((0,1,1)).

Comme dim Ker(A — I3) = 1 # 0, 1 est une valeur propre de A. Le sous-espace propre de A
associé a 1 est By = Ker(A — I3) = Vect((1,1,1)).

La matrice A étant de taille (3,3), il n’y a pas d’autre valeur propre.

1 01 2 0 0
4. PosonsP=[ 1 1 1 |etD=| 0 —2 0 |, alors P'AP = D.
011 0 0 1

5. Comme A = PDP~! nous avons

A — A —4A = (PDP™ ")} — (PDP Y2 —4PDP!
= PD*P~' — PD?*P~' —4PDP™!
= P(D?— D* —4D)P~!

Donc A3 — A2 —4A =cls & D? — D?> — 4D = cP~'P = cI;.
8 0 0 4 0 0 2 0 0 -4 0 0
PuisD3-D?>-4D=| 0 -8 0 |- 0 4 0 |-4] 0 -2 0 | = 0 —4 0
0 0 1 0 01 0 0 1 0o 0 —4

Donc A3 — A% —4A = cl3 & ¢ = —4.

6. D’apres la question précédente, A (—1(A? — A —4l3)) = (—1(A*— A—4L)) A = I
Donc A™! = —2(A% — A — 413).
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z 1 z 1
1 0 0 0
:_Z A2l o]l —-Alo0]-4(0
1 1 1

7.(a) Soient A € Ret X € M5;(R)\ {0}.

A valeur propre de B et X vecteur propre de B associé & A

& BX =)0X

S AX =03BA-1)X

< 3\ — 1 valeur propre de A et X vecteur propre de A associé a 3\ — 1

Donc les valeurs propres de B sont
o 1 et SEP(B, 1) = SEP(A,2) = Vect((1,1,0))
e —: et SEP(B, —3) = SEP(A, —2) = Vect((0,1,1))
e 2 et SEP(B,2) = SEP(A, 1) = Vect((1,1,1))
Donc B = ((1,1,0),(0,1,1), (1,1,1)) est une base de R? formée de vecteurs propres de B.

a = —1
v = 1
1 1 1 1 (3)" -1
Donc U, =B"Uy=-B"[ 1 |+B*| 1 |==[ 1 |+@"| 1 ]|= (5)"-1
0 1 0 1 (3)"

et U, — (—1,-1,0).

Exercice 1I.
1. Une matrice M € M,(K) est diagonalisable s’il existe une matrice D € M,,(K) diagonale
et une matrice P € M, (K) inversible telles que M = PDP~'.

2. Le polynome caractéristique de la matrice M est xar(A) = A2 — (a +b)A = A\ — (a+b)).

e Premier cas : si a + b # 0 alors le polynome caractéristique de M est scindé a racines
simples et M est diagonalisable.

e Deuxiéme cas : si a+b = 0 et (a,b) # (0,0) alors 0 est racine double du polynéme
caractéristique de M. Comme dim Ker(A — 0Iy) = 1 # 2, M n’est pas diagonalisable.

e Troisiéme cas : si (a,b) = (0,0), M est diagonalisable.
Donc M est diagonalisable si et seulement si (a,b) = (0,0) ou a + b # 0.

3. Soit z € Ey, N E),. Alors f(x) = Az = Az et (A — Ay)z = 0. Comme \; # Ay, on a
forcément z = 0.
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