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Exercice I.
1. Le rang d’une matrice est la dimension de son image.

rg(A) = rg

 1 1 −1
3 −1 −1
3 −3 1

 = rg

 1 1 −1
0 −4 2
0 −6 4

 = rg

 1 1 −1
0 −4 2
0 0 1

 = 3

rg(A− 2I3) = rg

 −1 1 −1
3 −3 −1
3 −3 −1

 = rg

 −1 1 −1
3 −3 −1
0 0 0

 = 2

2. Ker(A+ 2I3) = Ker

 3 1 −1
3 1 −1
3 −3 3

 = Vect((0, 1, 1))

Ker(A− I3) = Ker

 0 1 −1
3 −2 −1
3 −3 0

 = Vect((1, 1, 1)).

3. Comme rg(A − 2I3) = 2 < 3, 2 est une valeur propre de A. Le sous-espace propre de A

associé à 2 est E2 = Ker(A− 2I3) = Ker

 −1 1 −1
3 −3 −1
3 −3 −1

 = Vect((1, 1, 0)).

Comme dimKer(A + 2I3) = 1 6= 0, −2 est une valeur propre de A. Le sous-espace propre
de A associé à −2 est E−2 = Ker(A+ 2I3) = Vect((0, 1, 1)).
Comme dimKer(A− I3) = 1 6= 0, 1 est une valeur propre de A. Le sous-espace propre de A
associé à 1 est E1 = Ker(A− I3) = Vect((1, 1, 1)).
La matrice A étant de taille (3, 3), il n’y a pas d’autre valeur propre.

4. Posons P =

 1 0 1
1 1 1
0 1 1

 et D =

 2 0 0
0 −2 0
0 0 1

, alors P−1AP = D.

5. Comme A = PDP−1, nous avons

A3 − A2 − 4A = (PDP−1)3 − (PDP−1)2 − 4PDP−1

= PD3P−1 − PD2P−1 − 4PDP−1

= P (D3 −D2 − 4D)P−1

Donc A3 − A2 − 4A = cI3 ⇔ D3 −D2 − 4D = cP−1P = cI3.

PuisD3−D2−4D =

 8 0 0
0 −8 0
0 0 1

−
 4 0 0

0 4 0
0 0 1

−4
 2 0 0

0 −2 0
0 0 1

 =

 −4 0 0
0 −4 0
0 0 −4

.

Donc A3 − A2 − 4A = cI3 ⇔ c = −4.
6. D’après la question précédente, A

(
−1

4
(A2 − A− 4I3)

)
=
(
−1

4
(A2 − A− 4I3)

)
A = I3.

Donc A−1 = −1
4
(A2 − A− 4I3).
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A

 x
y
z

 =

 0
0
1

⇔
 x

y
z

 = A−1

 0
0
1


= −1

4

A2

 0
0
1

− A
 0

0
1

− 4

 0
0
1


= −1

4

 −3−3
1

−
 −1−1

1

− 4

 0
0
1


=

1

2

 1
1
2


7. (a) Soient λ ∈ R et X ∈M3,1(R) \ {0}.

λ valeur propre de B et X vecteur propre de B associé à λ
⇔ BX = λX

⇔ AX = (3λ− 1)X

⇔ 3λ− 1 valeur propre de A et X vecteur propre de A associé à 3λ− 1

Donc les valeurs propres de B sont
• 1 et SEP(B, 1) = SEP(A, 2) = Vect((1, 1, 0))

• −1
3

et SEP(B,−1
3
) = SEP(A,−2) = Vect((0, 1, 1))

• 2
3

et SEP(B, 2
3
) = SEP(A, 1) = Vect((1, 1, 1))

Donc B = ((1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1)) est une base de R3 formée de vecteurs propres de B.

(b) (0, 0, 1) = α(1, 1, 0) + β(0, 1, 1) + γ(1, 1, 1)⇔


α = −1
β = 0
γ = 1

Donc Un = BnU0 = −Bn

 1
1
0

+Bn

 1
1
1

 = −

 1
1
0

+
(
2
3

)n 1
1
1

 =

 (
2
3

)n − 1(
2
3

)n − 1(
2
3

)n


et Un −→
n∞

(−1,−1, 0).

Exercice II.
1. Une matrice M ∈Mn(K) est diagonalisable s’il existe une matrice D ∈Mn(K) diagonale
et une matrice P ∈Mn(K) inversible telles que M = PDP−1.
2. Le polynôme caractéristique de la matrice M est χM(λ) = λ2− (a+ b)λ = λ(λ− (a+ b)).
• Premier cas : si a + b 6= 0 alors le polynôme caractéristique de M est scindé à racines

simples et M est diagonalisable.
• Deuxième cas : si a + b = 0 et (a, b) 6= (0, 0) alors 0 est racine double du polynôme

caractéristique de M . Comme dimKer(A− 0I2) = 1 6= 2, M n’est pas diagonalisable.
• Troisième cas : si (a, b) = (0, 0), M est diagonalisable.

Donc M est diagonalisable si et seulement si (a, b) = (0, 0) ou a+ b 6= 0.
3. Soit x ∈ Eλ1 ∩ Eλ2 . Alors f(x) = λ1x = λ2x et (λ1 − λ2)x = 0. Comme λ1 6= λ2, on a
forcément x = 0.
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