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Département de Mathématiques Durée 2 h

Controle Terminal

Documents, téléphones portables, calculatrices sont interdits.

Justifier toute réponse. A moins que l'énoncé d’une question ne vous dise le contraire,
vous pouvez utiliser librement les résultats du cours sans les redémontrer. Ces résultats
doivent étre cités correctement.

Exercice 1. On donne la matrice suivante dans Ms(R)

1/3 -1
A‘Z(—l 3)'

(a) Etudier le comportement quand n tend vers I'infini de la suite de vecteurs de R?
de premier terme Uy = (2, 3), définie pour n > 0 par U, 1 = AU,.
(Indice : on pourra chercher une base composée de vecteurs propres de A)

(b) Est-ce que la réponse dépend du premier terme Uy 7 Justifier.
Les vecteurs propres de A sont : V = (1,1) de la valeur propre 0,5 et W = (1,—1) de la
valeur propre 1. On écrit Uy dans la base {V,W} : Uy = 2,5V — 0,5W. Alors
U, = AUy = 2,5A™V — 0, 5A™W = 2,5(0,5)"V — 0,5(1")W — —0, 51V,

En général, si Uy = aV + bW alors U, = a(0,5)"V + b(1")W — bWV

Exercice 2.
On considére I'espace R3 muni du produit scalaire usuel et I’endomorphisme f : R3 — R3
dont la matrice dans la base canonique By de R? est la suivante :

1 -1 1
A:§ -1 2 1
1 1 2

(a) Que peut-on dire a priori (a I'aide des théorémes du cours et sans calcul) sur les
valeurs propres et les espaces propres de f7?
A est symétrique a coefficients réels. Alors, par un théoréme du cours, les valeurs
propres de A sont réelles et elle est diagonalisable dans une base orthonormée. Les
espaces propres de A sont deux-a-deux orthogonaux.

(b) Est-ce que le vecteur (1,0, 1) est un vecteur propre de f? Si oui pour quelle valeur
propre ? Déterminer une base orthonormée de I'espace propre F' associé a cette
valeur propre.



Le vecteur (1,0, 1) est vecteur propre de f pour la valeur propre 1. I.’espace propre
F correspondant a la valeur propre 1 a pour équation x; + x5 — 3 = 0 dans R3.
Une base de F' est ((1,0,1),(0,1,1)). Grace a 'algorithme de Gram-Schmidt, on
trouve une base orthogonale ((1, 0, 1), (-1, 2, 1)) puis une base orthonormée de F :

1 1
(E(l,O,l),%(—l,Zl)).

(c) Déterminer toutes les valeurs propres de f et les espaces propres associés. Déter-
miner une base orthonormeée B de R3 formée de vecteurs propres de f.
Comme A est symétrique, la multiplicité de la valeur propre 1 est égale a la dimen-
sion de 'espace propre associé Fy = F' qui est 2. Il reste donc une valeur propre
simple A\, dont l'espace propre associé est de dimension 1. C’est I'orthogonal de
F engendré par (1,1,—1). Donc A = 0. Une base orthonormée de E_; = F* est

(1,1, —1). On va prendre B = ((5(1,0,1), 75(~1,2,1), =(1,1,-1)).

(d) Ecrire la matrice A’ de 'application f dans la base B. Déterminer une matrice
orthogonale P telle que A’ = P71 AP. Calculer les puissances de A.
La matrice de f dans B est donc

1 0 0
A=10 1 0
0 0 0

La matrice de passage de la base By a B est formée des vecteurs de la base B
comme vecteurs colonnes

)

I
S ouh
Shsbsl-
shshsh

Notons que f est une projection f o f = f, ¢a résulte de (A’)?> = A’. Comme
conslusion (A)" = A’, pour n > 1, et A™ = A.

(e) Quel est le rang de la matrice A7 Combien vaut son déterminant? Quel est son
polynome caractéristique ? Justifier vos réponses.
Le déterminant de A est égale au produit des valeurs propres det A=1-1-0=0.
Le rang de A est égal a ce de A" qui est 3. Le polynome caractéristique est x¢(71") =
—T(T —1)%. On connait en effet ses racines avec leur multiplicités et le coefficient
du terme de plus haut degré qui est —1.

Exercice 3.

2100 o0
(a) Calculer les déterminants : |1 2 1}, 01 2 1
012 001 2



(b) Soit A, le déterminant de la matrice n X n suivante :

2 1 0 0
1 2 1 :
0 0
: .. .. o1
o ... 0 1 2

Démontrer que, pour tout n > 1, on a A, 10 = 27,11 — A,,.
En déduire que A,, = n + 1 pour tout n > 1.

(2)

210
1 2 1|l=8-2—-2=4
01 2
2100
1 210 210 1 10
00121 2[0121]| |oq21]|72xX43=5
00 1 2 01 2 0 1 2
n développent par rapport a la premiére ligne
(b) En dével 1 iére lig
2 1 0 ... 0 b0 0 219 0
1 2 1 " | 2 1 1 1
0 . . . 0]=2 1 2 0l—1]0 2 0
o e | : |
0O ... 0 1 2 .0 1 2 0O ./. 0 1 2

2 1 0 ... 0 | 0 2 f )
1 2 1 : 1 2 1 21

0 . 0|=2 12 0l—10 1 a 0
: . . o1 . .. o1 . .. o1
0 ... 0 1 2 .. 0 1 2 ) Ll.0 1 2

Par récurrence sur n

Appo =201 — Ay =2(n+2)—(n+1)=n+3.

Exercice 4.

(a) Dans R?, muni du produit scalaire usuel, on considére les vecteurs u = (1,0, —1),
v=(-1,1,0),w = (0,—1,1). On note F' = Vect(u,v,w) C R Proposer une base
orthogonale de F. Calculer le projeté orthogonal de b = (2,1, 3) sur F.

3



(b)

Montrer que le systéme

T—y =
y—z= (1)
Z2—x =

n’a pas de solution. Soit A € M (3,R) la matrice du systéme (1). Résoudre ’équa-
tion matricielle d’inconnue Y € M (3,1, R)

2
'AAY ='AB, ouB=|1]. (2)
3

Trouver I'ensemble des réels x,y, 2z qui minimisent I’expression :
(x—y—20°+(@y—2z—172+(z—x—3)~

On cherche d’abord une base de F. On trouve que dim F' = 2 et que, par exemple,
(u,v) est une base de F.
Méthode 1 : Par Gram-Schmidt on construit une base orthonormée (e1,eq) de F :

(ulv)

e =u=(1,0,-1),ea =v — Wu =(-1/2,1,-1/2).

o Gle) . (le 1
€1 €2 -
pre(b) = €1+ ——>es = —e; —eg = (0,—1,1).
lea]? ez ]? 2
Méthode 2 : F+ =R(1,1,1). On note e3 = (1,1,1). Alors
b
pre(b) =b—preib=>0— ﬁ@g =b—1les=(0,—1,1).
3

Pour montrer que (1) n’” a pas de solution on échelonne la matrice augmentée de

(1)

1 -1 0] 2 1 -1 012
o 1 -1} 1} —{(0 1 —1]|1
-1 0 1| 3 0 0 06

La derniere ligne donne l’équation 0 = 6 qui n’a pas de solutions.
Ecrivons (2) :

2 -1 -1 x 0 —1 2 -1
-1 2 -1 yl=(1-1 1 0 11=1-1
-1 -1 2 z 0 -1 1 3 2

Les solutions sont x =y=2—1, z € R.

Méthode 1 : Par un théoréme du cours il s’agit des solutions de (2), c.-a.-d. © =
y=z—1,z¢€R.

Méthode 2 : On va résoudre le systeme AY ='(prp(b)) c.-a.-d.

1 -1 0 T 0
0 1 -1 gyl =1[-1
-1 0 1 z 1

On trouve x =y=2—1, z € R,



