
UNIVERSITÉ DE NICE SOPHIA ANTIPOLIS 2013/2014Faulté des Sienes Algèbre 2Département de Mathématiques Feuille 3Exerie 1.Pour haune des matries suivantes :1.1 Caluler son polyn�me aratéristique sous une forme fatorisée.1.2 En déduire sa ou ses valeurs propres réelles.1.3 Caluler la dimension des espaes propres assoiés à ses valeurs propres réelles.1.4 En déduire si elle est diagonalisable sur R.
A =





1 1 0
−1 3 0
−1 1 2



 . B =









1 0 0 0
0 1 −1 0
−1 0 1 0
0 0 0 −1









. C =





0 −1 0
1 0 1
0 0 3



 . D =

(

1 1
2 0

)

.1.5 Parmi les matries i-dessus, lesquelles ne sont pas diagonalisables sur C ?Exerie 2. Soit u l'endomorphisme de R3 dont la matrie dans la base anonique est A =





−4 −2 −2
2 0 2
3 3 1



2.1 Caluler le polyn�me aratéristique de u.2.2 Déterminer les valeurs propres de u et les sous-espaes propres assoiés.2.3 En déduire que u est diagonalisable et le diagonaliser dans une base expliite.Exerie 3.Ii, le orps de base est le orps C des nombres omplexes.Soit E un plan vetoriel muni d'une base B = (e1, e2).On onsidère l'endomorphisme φ de E de matrie A =

(

1 −1
1 1

) dans la base B.3.1 Calulez et fatorisez le polyn�me aratéristique de φ.3.2 φ est-il diagonalisable ? Si oui onstruire une base de E qui le diagonalise .3.3 Mêmes questions ave l'endomorphisme ψ de E de matrie C =

(

1 i

i −1

) dans la base B.Exerie 4.On onsidère l'appliation linéaire ψ de matrie A =

(

2 1
1 2

) dans la base anonique de R2.4.1 Soit la partie de R2 suivante : K =
{

(x, y) ∈ R2 | 0 6 x 6 1 et 0 6 y 6 1
}.Représenter graphiquement K et ψ(K).4.2 Montrer que ψ est diagonalisable et le diagonaliser dans une base (v,w) de R2.4.3 Soit la partie de R2 suivante : L =

{

(x, y) ∈ R2 | (x, y) = αv + βw ave 0 6 α 6 1 et 0 6 β 6 1
}.Représenter graphiquement L et ψ(L).Exerie 5.Soit u l'endomorphisme de R3, dont la matrie dans la base anonique est

A =





3 2 −2
−1 0 1
1 1 0



 .5.1 Caluler le polyn�me aratéristique, les valeurs propres, et les espaes propres de u.L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?5.2 Caluler (A− I)2.En utilisant la formule du bin�me de Newton, montrer que An = nA+ (1− n)I.5.3 Soient P (X) = (X − 1)2 et Q ∈ R[X].Exprimer le reste de la division eulidienne de Q par P en fontion de Q(1) et Q′(1), où Q′ est lepolyn�me dérivé de Q.En remarquant que P(A)=0 et en utilisant le résultat préédent ave un hoix judiieux du polyn�me
Q, retrouver l'expression de An. 1



Exerie 6. RéréationSoit E un K-espae vetoriel de dimension n et H un endomorphisme de E.On veut montrer que si pour un entier donné k < n, tous les sous-espaes de dimension k de Esont stables par H alors H est une homothétie vetorielle (i.e H = λIdE , λ ∈ K ).Commener par étudier le as où k = 1.Pour 0 < k < n vous pourrez ommener par montrer que si F est un sev de E de dimension k−1,il est l'intersetion de deux sev de dimension k.Exerie 7.Soit E un plan vetoriel sur le orps K = Q, R, ou C et (e1, e2) une base donnée de E.On onsidère l'endomorphisme Φ de E de matrie A =

(

a b

1− a 1− b

) dans la base (e1, e2).7.1 Soit λ ∈ K. Etudier le rang de l'endomorphisme Φ− λIdE en fontion de λ, a, et b et en déduirel'ensemble des valeurs propres de Φ selon les valeurs de a et b.7.2 Pour quelles valeurs du ouple (a, b) l'endomorphisme Φ est-il non diagonalisable ?7.3 Quand il l'est, diagonaliser l'endomorphisme Φ dans une base de E expliite.Exerie 8.Soient a, b, c trois réels véri�ant a2 + b2 + c2 = 1, et φ l'endomorphisme de R3 de matrie dans la baseanonique F =





a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2



 .8.1 Caluler le déterminant de φ et son rang.8.2 Déterminer l'image et le noyau de φ, omparez-les.8.3 On pose ψ = IdR3 − φ.Caluler les matries de φ2, ψ ◦ φ, φ ◦ ψ et ψ2 dans la base anonique de R3.8.4 Déterminer l'image et le noyau de ψ, omparez-les ave eux de φ.8.5 Déterminer les valeurs propres et espaes propres de φ et ψ.8.6 Caratériser géométriquement les endomorphismes φ et ψ.Exerie 9.Soient A et B deux endomorphismes d'un ev E de dimension �nie n.On suppose que A et B ommutent et que B admet n valeurs propres distintes.9.1 Montrer que dans es onditions tout veteur propre de B est un veteur propre de A.9.2 En déduire que A et B sont simultanément diagonalisables (ie : dans une même base de E).9.3 On note λ1, · · ·λn les valeurs propres de A et µ1, · · · , µn elles de B.Caluler par réurene sur n une expression fatorisée du déterminant de Vandermonde :
V (µ1, · · · , µn) =
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1 µ1 · · · µn−1

1... ... ...
1 µn · · · µn−1
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.9.3 Déduire de e qui préède que l'endomorphisme A s'exprime alors et de manière unique ommeun polyn�me en B de degré n− 1.On mettra à pro�t la diagonalisation simultanée de A et B et une propriété simple que le déterminantde Vandermonde i-dessus véri�e sous les hypothèses faites sur B.
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