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Interrogation écrite II. Durée 30 minutes.

Corrigé :

Exercice 1.

1. Rappeler la définition d’une matrice hermitienne et celle d’une matrice unitaire.
Une matrice carrée A € M,(C) est dite hermitienne si A* ='A = A, c.d.d. pour tous
i,jzl,...,n, Ay :C_Lji.
Une matrice carrée A € M,(C) est dite unitaire si A*A = I,,.

2. Donner des exemples de A € M(C) tels que

(a) A est unitaire et n’est pas hermitienne.

1 0 0 1 cosf@ —sinf .
(O z)’(z 0)’(sin9 0089) si sinf # 0

(b) A est hermitienne et n’est pas unitaire.

00 2 0 2 1 1 4 cos?f  sinfcosb
0 0/°\0 2/°\1 2)°\ =i 1)’ \sinfcosh sin’6

(c) A est hermitienne et unitaire et n’est pas la matrice identité.

-1 0 01 2 1
0O —1/’\1 0)’\1 2/
3. Pour un espace euclidien E on désigne par S(FE) 'ensemble des operateurs symétriques

de E. Montrer que si f,g € S(E), alors fog € S(E) si et seulement si f et g sont
simultanément diagonalisables.

f et g sont sont simultanément diagonalisables ssi f o g = go f. Soit A la matrice de f (dans
une base orthonormée) et B la matrice de g. Alors il faut montrer que AB est symétrique si
et seulement si AB = BA. Par l'hypothése 'A = A,'B = B, nous avons '(AB) ='B'A = BA,
d’ot '(AB) = AB si et seulement si A et B commutent.

Exercice 2. Déterminer la matrice hermitienne, le rang et la signature de la forme quadratique
hermitienne sur C? suivante :

q(z,y,2) = ]J:|2 — 12y + YT + ]y|2 — 21yZ + 2i2y + ]2\2

La matrice associée est

1 v 0
-1 2
0 -2 1



La réduction de Gauss donne
q(x,y, 2) = o +iy|* + |z — 2iy|> — 4]y[*

Alors le rang est 3 et la signature est (2,1).
Remarque : Clairement

Q<x7y7 Z) - ’JI + Zy|2 + 2|y + ZZ|2 - 2|y|2 - |Z|27

Mais ce n’est pas la réduction de Gauss : les formes linéaires x + 1y,y + 12,y, z ne sont pas
indépendantes. La signature n’est pas égale a (2,2) est le rang ne peut pas étre égalle a 4. Le
rang est toujours magjoré par la dimension, 3 dans ce cas.



