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Théoreme. (D’Alembert, Gauss)
Tout polynome de degré > 0 a coefficients dans C admet une racine dans C.

Ingrédients.
a) Tout polynome de degré impair a coefficients dans R admet une racine dans R.
b) Tout polynome de degré 2 a coefficients dans C admet une racine dans C.

¢) Etant donnés un corps K et un polynome de degré > 0, P(X) € K[X], il existe une
extension K’ de K telle que P(X) se decompose en facteurs de degré 1 en K'[X].
(Indice : Si P est irréductible alors P possede une racine dans K' = K[X]/(P).)

d) Tout polynéme symétrique de K[X7, ..., X,] est un polynéome en polynémes symétriques
élémentaires.
e) Soit FI(X) =[], (X —z;) € K[X], z; € K. Soit ¢ € K. Posons, pour i < j,

yij(c) = XT; + ZL’j + C:L’ixj,

Montrer que y;;(c) sont des racines d'un polynome a coefficients dans K de degré n(n —

1)/2.

Preuve. Soit P € C[X], deg P > 0. Montrons que P admet une racine dans C.
a) 11 suffit de considérer P i coefficients réels. (Remplacer P par PP.)
b) Soit deg P = n = 2¢(2k + 1). On procede par récurrence sur d.
(a) Montrer le resultat pour d = 0.

(b) Soit d > 0. Soient xy,...,x, les racines de P dans une extension finie de R. Soit
¢ € R. Montrer, en utilisent la récurrence sur d, qu’il existe ¢ < j tels que y;;(c) =
x; +x; +cxyx; € C.

(c) Montrer qu'il existe ¢; # ¢z, et @ < j tels que y;;(c1) € C et y;5(c2) € C.

(d) Siyj(c1) € Cety;i(ce) € C, avec ¢ # o, alors x; € C et z; € C.

Discussion.

a) Il n’existe pas de démonstration purement algébrique du théoreme d’Alembert-Gauss.
Dans la démonstration ci-dessus, quel argument n’est pas algébrique ? Quels propriétés
de R on utilise.

b) Le théoreme n’est pas vrai si on remplace C par R. Quels arguments de la démonstration
ne fonctionnent pas dans ce cas?



