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Faculté des Sciences Préparation a ’agrégation
Département de Mathématiques Développement : Polynémes Orthogonaux
Préliminaires.

On considere un intervalle I C R, et une fonction poids w : I — R%. On désigne par H =
L?(I,w(x)dz), (pour les fonctions & valeurs dans R) muni du produit scalaire

(f,9) = /If(w)g(:c)w(x)dx.

On suppose le poids w tel que, pour n € N, [} |z["w(z)dr < +oo.
1. Vérifier que (-, ) est un produit scalaire.
2. Justifier que R[X]| C H.

3. En appliquant 'othonormalisation de Gram-Schmidt & la base canonique {X™;n € N} de R[X],
montrer qu'’il existe une unique famille orthonormée (P, ),en de R[X] telle que deg P, = n et
le coefficient dominant de P,, est strictement positif pour tout n € N. On note =, ce coefficient.

4. Montrer que pour tout n € N, {P,...,P,} est une base orthonormée de R,,[X]. En déduire
que (P,, P) =0 pour tout P € R,,_;[X].

5. Montrer que pour tout n > 1, P, est un polynome scindé a racines simples dont les racines sont
contenu dans I. (Sinon on pourra trouver un polynéme @ € R,,_1[X] non-nul tel que QFP,, > 0
sur I).

Entrelacement des zéros.

1. Démontrer 'existence de suites (an)neN, (bn)nen €t (cn)nen telles que Vn € Ny P9 = (an X +
bn)Pnt1 + ¢nPp. On pourra écrire la division euclidienne de P, 4o par P,1, et justifier que le
reste est orthogonal & R,,_1[X]. Exprimer a,, et ¢, & 'aide des ;.

2. En déduire la relation de Darboux-Christofell : pour tout x,y € R

(@—9) Y Pi(2)Pi(y) = L [Pos1(2)Paly) — Pusi(y)Pu(@)]
i=0 Tt

3. Justifier alors que PT’L 1P — P/ P,+1 > 0 sur R et qu’entre deux racines successives de P, il
y a exactement une racine de P,.

Application : Méthode de Gauss pour l’intégration numérique.
On consideére ici pour lintervalle I un segment [a,b]. Pour tout n > 1, on note z1 < -+ < x,, les
racines de P,. On a donc P, = v,(X —x1) -+ (X — ).
1. On note (L;),1 < j < n les polynémes d’interpolation de Lagrange relatifs aux (z;), 1 <i <mn,
et on note A\; = [; Ljwdz. Montrer que pour tout @ € R,_1[X], on a

| Qautais = Yo x0w). )
i=1



2. Montrer que (1) est vraie pour tout @ € Rg,_1[X].
3. En utilsant les polynomes L; montrer que A; > 0.

4. Montrer que le choix des x; et des \; est le seul qui rende exacte la formule du (1). pour les
polynomes de degrée 2n — 1.

Exemples.
mn

1. Polynomes de Legendre : L, = cnd—n((aﬁ2 -1H")
x
I=[-1,1], w(z) = 1.
2. Polynomes de Tchebycheff (1ére espéce) : T, = ¢, cos(n arccos x)
I=[-1,1], w(z) = =

11—z

5 -

sin((n + 1) arccos x)

3. Polynomes de Tchebycheff (2¢me espéce) : U, = ¢y
I=[-1,1], w(z) = V1 —22.
mn

4. Polynomes de Laguerre : L, = cnexd—n(e_x:c”)
x
I =10,+o0[, w(z) =e".

sin(arccos x)

dn
5. Polynomes de Hermite : U, = cn(—l)"exZ/Qd—n(efo/Q)
x
I =R, w(z)=e /2
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