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Développement : Comptage des racines réelles et complexes d'un polyndéme.
Référence : Gantmacher, Théorie des matrices tome 2, Dunod

Soit P(X) = X"+ a1 X" '+ +a, € R[X]. On note ay, ..., a, les racines de P (dans C, comptées
avec leurs multiplicités). Soient sg, $1,82,... les sommes des puissances des racines de P, s9 = n.
Considérons la matrice

S0 S1 Sp—1
S1 52 Sn
B = .
Sn—1 Sn ... S2n—2
et la forme quadratique associée
n—1
S(u) = g SitjUitj, ot U = (Ug,. .., Up—1).
i,j=0

Théoréme de Hermite-Sylvester. Soit (s,t) la signature de la forme quadratique S. Le nombre de
racines réelles distinctes de P est s—t. Le nombre de racines complexes distinctes est égal au rang s+t.

Preuve :

1. Montrer que B = V'V ou V est la matrice de Vandermonde de aq,--- ,ay,. Alors la forme
quadratique S s’écrit

S(ug, . Un—1) = (g +uraq + -+ up—108 )2+ -+ (ug +uran + o+ up_al )

2. Supposons que P a g racines distinctes et notons [y, ...,[; les formes linéaires correspondant a
ces différentes racines. On a donc S = >°{_, mylZ, olt les my, sont les multiplicités des racines.
Montrer que les formes sont linéairement indépendantes. (le déterminant de Vandermonde formé
par leurs ¢ premiers coefficients est non nul).

3. En déduire que le rang de S est égale a q.

4. Montrer que le nombre de racines réelles de P est égale & s —t.
Indice : Si la forme I correspond & une racine complexe non réelle (et I & sa conjuguée), on a,
en notant v et w les formes linéaires & coefficients réels telles que I = v +iw et Iy = v — tw :

mk(l,%, + l_,%) = 2mpv22myw?.

Exercice. Calculer la matrice B et son déterminant pour P = X2 +bX + c et pour P = X3 + pX +¢.



Compléments :

1. Montrer que le déterminant de B est égal au discriminant de P :

det(B) = Ap = [ [ (e — ay)*.

1<J

2. Formules de Newton. (Gourdon, Algebre, Ellipses)
Désignons par oy, le k-éme polynoéme symétrique élémentaire

Uk(a17"'7an) = E Qg Qg+ + = Qe
1< <t << <n

Alors o, = (—1)*ay.
Montrons les formules de Newton (relations entre les sommes des puissances et les polynomes élémen-
taires) :
-pour k> n : s — 0184—1 + 025k—2 + - + (=1)"0p54—p = 0,
-pour k < : s — 01851 + 028k_9 + -+ (=1)Fkoy, = 0.
1. Soit T" une indéterminée et considérons Q(7') = T"P(1/T). Montrer que

n

n
QT) =Y (1Yo, 77 = [(1 = Tew),
j=0 i=1
ol og = 1.
2. En dérivant formellement les expressions de droite et de gauche et ensuite en multipliant les
resultats par 7" montrer que

TQ(1) = Y (-1 = (Y e ([ [ Tai)
7=0 k=1
= (3 s T () o) = (X s T (-QUT)
k=1 =0 k=1

En déduire les formules de Newton.

3. Calcul de la signature d’une forme quadratique réelle par la méthode de Gauss.
Déterminer le rang et la signature des formes quadratiques suivantes :

1. q(z,y,2) = 2% — 2% — 22 — dyz + 222

2. q(z,y,2) =y +yz + zx



