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Définition. Soit A un anneau (commutatif et unitaire) et soient
P(T)=a, 7" + ay 1T"" +---ag, Q(T)=0bT"+b, T" "+ +b

deux polynomes non-nuls de A[X] tel que a, # 0, b, # 0 et p+ q > 0. La matrice de
Sylvester associée a P et ) est la matrice carrée (p+ q) X (p + q) définie ainsi

ap ap—1 a2 ... 0 0 0

0 a a1 ... 0 0 O

0 0 0 . a1 Qo 0

g _ 0 0 0 az ay Qo
PO =

C7 b, by Dy 0 0 0

0 by by 0 0 O

0 0 0 ... by b O

0 0 ... by b1 by

(1l y a q lignes avec les coefficients de P.)
Le déterminant de la matrice Spg est appelé résultant de P et ) et sera noté resp(P, Q).

Remarque. Le resultant des polynomes a coefficients dans un anneau integre A, pourrais
toujours étre calculé dans le corps des fraction Fr(A) de A, ou dans la cloture algébrique de

Fr(A), puisque A C Fr(A).

Théoréeme 1. Si A est integre alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. resp(P,Q) = 0.
2. il existe des polynomes non-nuls U,V de A[T] tels que degU < q, degV < p et

U(T)P(T) + V(T)Q(T) = 0.

S, en plus, A est factoriel alors elles sont équivalentes a

3. degpged(P, Q) > 0.

Théoreme 2. Supposons A inteégre et designons par o, . .., a,, resp. Pi,. .., By, les racines de
P, resp. Q, dans la cloture algébrique du corps des fractions de A. Alors

resy(P, Q) = albh HH(O% — Bj).
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Notons que la matrice transposée *Spq est la matrice du morphisme des .A-modules
R : qul[T] X Apfl[T] — Ap+q,1[T], (U, V) —UP + VQ
dans les bases (T771,0), (T%2,0),...,(1,0),(0,7771), (0,T772),...,(0,1) et TPTe=1 . 1.

Identité de Bezout :
Dans l'anneau Z[A,, ..., Ao, By, ..., Bo|[T] considérons la matrice de Sylvester Spg des po-
lynomes

P(A7 T) = ApTP + 141)71111071 + - AO, Q(T) = BqTq + ququil + -+ Bo,

ou A,, ..., Ay, By, ..., By sont des indéterminées. Dans cette matrice on fait réapparaitre les
polynomes P et @ dans la derniere colonne en mulipliant la j-éme colonne par 7?7477 et en
I’ajoutant a la derniere colonne. On obtient

Ap Ap—l Ap_g ... 0 0 qulp(T)
0 A, A ... 0 0 T2P(T)
0 0 0 A Ay TP(T)
0 0 0 A A P(T)

B, B, B, 0 0 TPQ(T)
0 B, B,. 0 0 TPQ(T)
0 0 0 .. B By TOT)
0 0 0 .. B B Q)

En développant le long de la derniere colonne on obtient une relation
resy(P,Q) =U(A, B, T)P(A,T) + V(A, B, T)Q(B,T),
oulU,V eZ[A,,...,A, B, ...,Bo,T].

Preuve du Théoréme 1. Si resr(P, Q) = 0 alors 'équation R(U, V') = 0 admet une solution
non-nulle (dans Fr(A) et donc dans A). Si U # 0 alors V # 0. Ca montre que 1. donne 2.
Réciproquement, si resp(P, Q) # 0 alors par I'identité de Bezout, P et ) sont premiers entre
eux dans F'r(A). Donc I'équation R(U,V) = 0 n’a pas de solutions non-nulles.

L’équivalence de 2. et 3. dans un anneau factoriel est classique.

Preuve du Théoreme 2.
Considérons le résultant des deux polynomes de Z[A,, B,, T1,...,T,, Uy, ... U,][T]

P(T) = AT~ 1))+ (T ~T), Q(T) =BT~ U))-(T'~ ).
Dans Z[A,, By, T4, ...,T,,Uy,...U,], anneau factoriel, on considere 1'élement

S=AB [T - U;).
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Nous allons montrer que A%, B? et les T; — U; divise chacune resp(P, Q). Le coefficient de T* est
(—=1)**A,0, 1(T1,...,T,). Alors A, divise chaque terme de ¢ premicres lignes de Spg. Ainsi
Al divise resp(P, Q).

On divise resr(P, Q) par T; — U; considéré comme polynome unitaire en 7;. Le reste de la
division est le résultant des polynomes P et () ou on remplace 7; par U;. Ceux deux polynomes
ont un facteur 7’'— U; commun, est donc par Théoréme 1 leur résultant est nul. Alors resy(P, Q)
est divisible par S :

rest(P,Q) = \S

Le calcul du degré de resr(P, Q) par rapport aux 7;, resp. U;, montre que ce degré ne depasse pas
¢, resp. p. Méme pour A, resp. B,. Alors A € Z. Prénons comme exemple P = (T'+1)?,Q =T,
pour calculer que, en fait A\ =1 :

resp(P,Q) = ALBY [[(T: - U)).

i?j

(Ca termine la démonstration du Théoreme 2.

Références : R. Goblot, Algebre commutative. Cours et exercices corrigés, Dunod)
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Exercice 1. Les propriétés du résultant peuvent se changer si on ne suppose plus que a, # 0
et by # 0.

1. Montrer que si deg P < p et deg () < ¢ mais on les considere comme polynomes de degré
p et g repectivement alors res(Q, P) = 0.

2. Supposons que deg P = p et deg ) = ¢. Pour ¢’ > ¢ désignons par res, ,(Q, P) le résultant
de P et @) considerés comme les polynomes de degré p et ¢’ repectivement. Alors

res, o (Q, P) = ag/_qresp,q(Q, P).

Exercice 2.

. Montrer que res(Q, P) = (—1)Pres(P, Q).

2. Calculer res(P, P).

3. Calculer res(@, P) pour les polynomes de degré < 2.
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. Sous les hypotheses du Théoreme 2 montrer que

Exercice 3. Calculer le résultant resy (P, Q) des polynomes P = X? — XY + Y2 — 1 et
Q =2X%+Y? Y — 2 par rapport & la variable Y. Utiliser le résultat pour trouver les points
d’intersection des ellipses d’équations P = 0 et () = 0.

Exercice 4. Soient A et B deux polynomes scindé de K[X], ou K est un corps. Proposer un
polynoéme dont les racines sont les sommes d’une racine de A et d’une racine de B. (Quels sont
les Y tels que le systeme A(X) = B(Y — X) = 0 ait une solution ?)

Proposer un polynéme & coefficients entiers qui a v/2 + v/3 pour racine, et un autre qui a
V2 + /7 comme racine.

Exercice 5. Soient K un corps, f,g € K[X], deg f = n, degg = m, et soient ay, ..., a, les
zéros de f et By, ..., Bm les zéros de g. Construire (en termes de résultants) un polynome dont
les zéros sont :

1. a; + pjaveci € {1,...,n} et j € {1,..,m}.

2. o — PBjaveci € {1,...,n} et j€{1,....,m}.

3. a;f; aveci € {1,....,n} et j € {1,....,m}.

4. «ai/fj aveci € {1,...n} et j € {1,...,m} (on suppose g(0) # 0).

On dit que z € C est algébrique s’il est racine d'un polyndéme non-nul a coefficients entiers.
Montrer que les nombres algébriques forment un corps.

Exercice 6. Comment fabriquer I’équation de la courbe paramétrée par x = A(t)/B(t),y =
F(t)/G(t), on A, B, F,G sont des polynomes? Exemple :x =+t + 1,y = (t* — 1)/(* + 1).
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Exercice 7. [Théoreme de Bezout]
Soient P,Q € C[X,Y] premier entre eux. Montrer que le systeme d’équations P(z,y) =
Q(z,y) = 0 admet au plus deg P deg ) solutions.

Exercice 8. (Discriminant)
Soit
P(T) = a,T" + a1 T" " +---ag, a,#0,p>1
un polynome a coefficients dans un corps K de caractéristique zéro. Soient aj,...,q, les p

racines de P (comptées avec multiplicité) dans un corps algébriquement clos K contenant K.
Le discriminant de P, noté disc(P), est

disc(P) = a2P~> H (o — ;).
1<i<j<p

1. Montrer que
aydiscP = (—1)P®P=D/2res(P, P').

2. Soient P; et P, deux polynomes unitaires. Exprimer disc(P;P,) en fonction de disc(P;),
disc(Py) et res(Pr, Py).

3. Calculer le discriminant de X? +aX +b € C[X|,p> 1, a#0.



