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Exercice 1. (Polynômes symétriques élémentaires)

Désignons par σk le k-ème polynôme symétrique élémentaire

σk(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
Xi1Xi2 · · ·Xik .

1. Rappeler l'énoncé du théorème fondamental des polynômes symétriques.

2. Rappeler les formules de Viète (relations entre les coe�cients et les racines d'un polynôme) .

3. Exprimer en termes des polynômes symétriques élémentaires

(a)
∑
X2

i , n ≥ 2

(b)
∑
X3

i , n ≥ 3

(c)
∑

i 6=j X
2
iX

2
j , n ≥ 4

Exercice 2. (Formules de Newton). Soit

Sk(X1, . . . , Xn) =

n∑
i=1

Xk
i .

1. Nous alons montrer les formules de Newton (relations entre les sommes des puissances et les

polynômes élémentaires) :

- pour k ≥ n : Sk − σ1Sk−1 + σ2Sk−2 + · · ·+ (−1)nσnSk−n = 0,
- pour k ≤ n : Sk − σ1Sk−1 + σ2Sk−2 + · · ·+ (−1)kkσk = 0.
Soit T une indéterminée distincte de X1, . . . , Xn

(a) Montrer que
n∑

j=0

(−1)jσjT
j =

n∏
i=1

(1− TXi),

où σ0 = 1.

(b) En dérivant formellement les expressions de droite et de gauche et ensuite en multipliant

les resultats par T montrer que

n∑
j=0

(−1)jjσjT
j = −(

n∑
k=1

TXk

1− TXk
)(

n∏
i=1

(1− TXi))

= (
∞∑
k=1

SkT
k)(

n∑
i=0

(−1)i−1σiT
i)

En déduire les formules de Newton.

2. Résoudre 
x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 14

x3 + y3 + z3 = 18
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3. Soit A ∈ Mn(C). Montrer que si la trace Tr(Ak) = 0 pour k = 1, . . . , n alors A est une matrice

nilpotente.

4. Montrer que siK est un corps de caractéristique zéro alors tout polynôme symétrique deK[X1, . . . , Xn]
est un polynôme en S1, . . . , Sn. Est-ce que ce resultat est vrai pour un corps de caractérstique

p > 0 ?

Exercice 3. P (X) =
∏n

i=1(X − Xi) = Xn + a1X
n−1 + · · · + an ∈ R[X]. Considérons la matrice

M = (Si+j−2)1≤i,j≤n, où S0 = n.

1. Montrer que M = V tV où V est la matrice de Vandermonde de X1, · · · , Xn. Alors la forme

quadratique associée à M s'écrit

Q(Y1, . . . , Yn) = (Y1 + Y2X1 + · · ·+ YnX
n−1
1 )2 + · · ·+ (Y1 + Y2Xn + · · ·+ YnX

n−1
n )2

2. Sous la condition que les racines de P sont simples montrer que le nombre de racines réelles est

égale à la signature de M c.à.d. le nombre des valeurs propres positives de M moins le nombre

des valeurs propres négatives.

Indice : Si Xi /∈ R alors X̄i est une racine de P et

(
n∑

j=1

YjX
j−1
i )2 + (

n∑
j=1

YjX̄
j−1
i )2 = 2(

n∑
j=1

YjRe(Xj−1
i ))2 − 2(

n∑
j=1

Yj Im(Xj−1
i ))2

3. Dans les cas général montrer que le rang de M est égale au rang V , c.à.d. au nombre de racines

complexes distinctes de P et la signature de M est égale au nombre de racines réelles distinctes

de P . (Théorème de Hermite-Sylvester)
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