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TD Polynémes et racines, polynémes symétriques, relation coefficients-racines

Exercice 1. (Polynomes symétriques élémentaires)
Désignons par oy le k-éme polynéme symétrique élémentaire

on(X1,..., X,) = > X Xiy - X,
1<y <ig<--<ix<n

1. Rappeler I’énoncé du théoréme fondamental des polynomes symétriques.
2. Rappeler les formules de Viete (relations entre les coefficients et les racines d’'un polynome) .
3. Exprimer en termes des polyndmes symétriques élémentaires

(a) Y X2 0> 2

(b) Y X3, n>3

(©) S X2XE m 2 4

Exercice 2. (Formules de Newton). Soit
Sp(X1,.. ., Xn) =Y XF.
i=1
1. Nous alons montrer les formules de Newton (relations entre les sommes des puissances et les
polynoémes élémentaires) :
-pour k>n: Sy — 015,11+ 025, o+ -+ (—1)”onSk_n =0,
-pour k<n: S, — 0181+ 02Sk_o + -+ (—=1) ko, = 0.

Soit T une indéterminée distincte de Xq,..., X,
(a) Montrer que
n n
Y (o7 =[] -TX)),
=0 i=1

ol o 0= 1.
(b) En dérivant formellement les expressions de droite et de gauche et ensuite en multipliant
les resultats par 7' montrer que

n

> (~1)jo, TV = ZlT;{ka (I -7x)

7=0 k=1 =1
= (Z Ska)(Z(—l)iflaiT")
k=1 i=0
En déduire les formules de Newton.
2. Résoudre
r+y+z=0

22+t +22=14
3+ 3+ 23 =18



3. Soit A € M, (C). Montrer que si la trace Tr(A*) = 0 pour k = 1,...,n alors A est une matrice

nilpotente.

4. Montrer que si K est un corps de caractéristique zéro alors tout polynome symétrique de K[ X7, ..., X},]
est un polynéme en Si,...,S,. Est-ce que ce resultat est vrai pour un corps de caractérstique
p>07?

Exercice 3. P(X) = [[L,(X — X;) = X"+ a1 X" ! + -+ + a, € R[X]. Considérons la matrice
M = (Si+j—2)1§i,j§n7 ot S() =n.
1. Montrer que M = V!V ot V est la matrice de Vandermonde de X1,---,X,,. Alors la forme
quadratique associée & M s’écrit

QY1,....Y) =M+ Yo X1+ + Y, X2 4 (V1 + Yo X, 4 -+ Y, X2

2. Sous la condition que les racines de P sont simples montrer que le nombre de racines réelles est
égale & la signature de M c.a.d. le nombre des valeurs propres positives de M moins le nombre
des valeurs propres négatives.

Indice : Si X; ¢ R alors X; est une racine de P et

(zn: Yinj_l)Q + (zn: Yin'j_l)2 = 2(zn: le:{e()(ij_l))2 — Q(Zn:y] Im(Xij—l))Q
j=1 j=1 = =

3. Dans les cas général montrer que le rang de M est égale au rang V, c.a.d. au nombre de racines
complexes distinctes de P et la signature de M est égale au nombre de racines réelles distinctes
de P. (Théoréme de Hermite-Sylvester)



