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Exercice 1. — Soit

A =

0 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 1

0 0 0 0

 et B =

0 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

.
Vérifier que les matrices A et B ont même polynôme minimal et même polynôme caractéris-
tique. Expliquer pourquoi elles ne sont pas semblables.

Exercice 2. — On considère la matrice

A :=

[
2 1 −1
1 2 −1
1 1 0

]
.

a) Quel est le polynôme minimal mA de A ?
b) En utilisant ce polynôme minimal montrer, par récurrence sur n, que pour tout n ∈ N on

a An = (2n − 1)A+ (2− 2n)I3.
c) Calculer A10.
d) Déterminer le reste de la division euclidienne de Xn par X2 − 3X + 2. Conclusion.

(Indice : Si Xn = mAQ + (aX + b), alors pour déterminer a et b remplacer X par les
racines de mA.)

Exercice 3. — Soient E un k-ev de dimension finie, u ∈ L(E) et F ⊂ E un sev stable par u.
a) Montrer que si u est diagonalisable alors l’endomorphisme induit (la restriction) v := u|F ∈
L(F ) est diagonalisable et Spec(v) ⊂ Spec(u).

b) Soit λ ∈ Spec(v). On note par Fλ, respectivement par Eλ, l’espace propre de v, resp. de
u, de valeur propre λ. Montrer que Fλ = F ∩ Eλ.

I. Exercices supplémentaires

Exercice 4. — Soit : C =

(
A 0
0 B

)
avec A ∈ Mk(K) et B ∈ Mn−k(K). Montrer que mC =

ppcm(mA,mB).
Application : Calculer le polynôme minimal de

4 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 4 1
0 0 0 0 4


Exercice 5. — Soit M ∈ Mn(R) une matrice carrée à coefficients réels. Montrer que le poly-
nôme minimal de M est le même sur R et sur C.
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