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Endomorphismes et matrices diagonalisables. Révision.

Exercice 1. Soit u I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

—4 -2 -2
A=[2 o 2
3 3 1

1.1 Calculer le polynéme caractéristique de wu.
1.2 Déterminer les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.

1.3 En déduire que u est diagonalisable et le diagonaliser dans une base explicite.

Exercice 2. Pour chacune des matrices suivantes :

2.1 Calculer son polyndéme caractéristique sous une forme factorisée.

2.2 En déduire sa ou ses valeurs propres réelles.

2.3 Calculer la dimension des espaces propres associés a ses valeurs propres réelles.
2.4 En déduire si elle est : diagonalisable sur R, sur C; trigonalisable sur R, sur C.

1 10 é? g 8 0 -1 0
A= -1 3 0 |,B= ,C=11 0 1
-1 1 2 —1 010 0 0 3

0 0 0 -1

Exercice 3. .
La matrice (1 _Z1> € Ms(C), est-elle diagonalisable ?

Endomorphismes et matrices trigonalisables.

Exercice 4. Pour chacune des matrices ci-dessous, donner une matrice réduite triangulaire en précisant
la matrice de passage :

1 10 3 -1 1 4 2 -2
A=(-1 3 0], B=[2 o 1|, =0 5 1
~1 1 2 1 -1 2 0 -1 3

Exercice 5. Montrer que toute matrice triangulaire supérieure est semblable & une matrice triangu-
laire inférieure.

Exercice 6. Soient E un K-ev de dimension finie, u € L(E) et F' C E un sev stable par u. Montrer
que si u est trigonalisable alors la restriction v := ujp € L(F) I'est aussi.
Indication : Vous pouvez utiliser I'exercice 8.



Exercices supplémentaires.

Exercice 7.

7.1 Soit : D = (gl g) avec A € My(K), B € My, (K) et C € M,_;(K). Montrer que det D =
. (I, 0\(A B

det A - det C. (Indice : Remarquer que : D = <0 C) <0 In—k>. )
7.2 Généraliser :

A1 * e *

0o .

det | =det Ay - det Ay - - - det Ay,

: Tk

0 ... 0 A
pour Ai, As, ..., A étant des matrices carrées.

Exercice 8. Soient E un K-ev de dimension finie, u € L(F) et F' C E un sev stable par u. Mon-
trer le polyndéme caractéristique de u est divisible par le polynéme caractéristique de la restriction
vi=up € L(F).

Exercice 9. Soit Pf(X) = (—1)"X" + a1 X" ' + ... + a1 X + ap. Montrer que ag = det f et
Ap—1 = (—1)"71 tr f.

Exercice 10. Soient A et B € M, (C). Montrer que les polynoémes caractéristiques de A et B sont

égaux Py = Pp ssi Vk, tr(AF) = tr(BY).
Indication : On peut utiliser les formules de Newton.

Exercice 11. Soit M € M,,(C) telle que M* — 4M3 + 3M? = 0. Montrer que tr(M) € Z.

Exercice 12.
Soit u I'endomorphisme de R3, dont la matrice dans la base canonique est

3 2 =2
A= -1 0 1
1 1 0

12.1 Calculer le polynéme caractéristique, les valeurs propres, et les espaces propres de wu.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

12.2 Calculer (4 —1)%

En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que A™ =nA + (1 —n)I.

12.3 Soient P(X) = (X —1)? et Q € R[X].

Exprimer le reste de la division euclidienne de @ par P en fonction de Q(1) et Q'(1), ot Q' est le
polynéme dérivé de Q.

En remarquant que P(A)=0 et en utilisant le résultat précédent avec un choix judicieux du polynéme
Q, retrouver I'expression de A™.



